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A   L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE. 


I.   PRINCIPES  DE   Lk  STATIQUE.     COMPOSITION    DES  FORGES.    ' 

1.  L'idée  que  Ton  attache  au  mot  force  est  celle  d'une 
cause  qui  tend  à  mettre  un  corps  en  mouvement.  Si  le 
corps  ne  peut  céder  à  cette  action ,  parce  qu'il  est  retenu 
par  un  obstacle  qui  s'oppose  à  son  déplacement,  l'effet 
de  la  force  consiste  alors  dans  la  production  d'un  effort 
oa  pression. 

La  notion  de  Tetiort  ou  pression  est  identique  avec 
celle  du  poids.  Divers  efforts,  pressions  ou  poids  ,  sont 
des  quantités  comparables  entre  elles ,  dont  la  considé- 
ration a  exigé  l'établissement  d'une  unité  spéciale.  Dans 
les  calculs  de  statique,  les  nombres  qui  expriment  les 
valeurs  des  forces  représentent  des  unités  de  poids. 

Les  lois  suivant  lesquelles  les  forces  se  combinent 
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entre  elles  pour  produire  un  effort  déterminé ,  ou  se  dé- 
truisent réciproquement ,  c'est-à-dire  ^e  font  mutuelle—, 
ment  équilibre ,  sont  l'objet  de  la  statique. 

2.  La  considération  des  phénomènes  d'équilibre  , 
devenue  l'objet  d'une  théorie  mathématique,  a  néces- 
sairement exigé  plusieurs  abstractions.  Ainsi ,  dans  les 
premières  études ,  on  ne  considère  pas  la  figure  des 
cprps  y  mais  seulement  les  points  auxquels  les  forces' 
sont  appliquées  ;  on  fait  abstraction  du  poids  propre 
des  corps  dû  à  l'action  de  la  gravité;  enfin  on  ne  cmisi- 
dère  pas  la  propriété  des  corps  solides  de  changer  en 
partie  de  figure  par  l'eflet  des  efforts  auxquels  ils  sont 
soumis.  Les  corps  naturels  sont  remplacés  par  la  concep- 
tion purement  mathématique  d'un  système  de  points 
matériels  réunis  par  des  lignes  ou  des  plans  parfaite- 
ment rigides  et  inextensibles  »  et  quelquefois  par  des 
fils  également  inextensibles,  mais  parfaitement  flexibles. 
De  telles  abstractions  n'empêchent  pas  que  la  théorie 
dont  il  s'agit  ne  donne  les  lois  véritables  d'un  ordre  im- 
portant de  phénomènes,  et  ne  devienne  un  guide  néces- 
saire dans  les  travaux  des  arts. 

3.  Les  principes  de  la  statique  sont  fondés  sur 
un  petit  nombre  d'axiomes  dont  la  vérité  doit  être 
admise  comme  une  conséquence  immédiate  de  l'ob- 
servation des  faits  naturels.  Lorsque  plusieurs  for- 
ces sont  dirigées  suivant  une  même  ligne ,  l'effort 
qu'elles  produisent  est  égal  à  la  somme  des  efforts 
qui  seraient  produits  séparément  par  les  forces  agis- 
sant dans  un  sens,  moins  la  somme  des  efforts  qui 
seraient  produits  par  les  forces  agissant  dans  le  sens 
opposé.  Une  force  peut  être  regardée  comme  appliquée 
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à  «m  point  quelconque  de  sa  direction ,  la  ligne  suivant 
laquelle  a^t  cette  force  étant  supposée  parfaitement 
rigide  et  inextensible.  Lorsqu'un  système  dé  forces  à|^ 
pliquées  à  plusieurs  points  est  en  équilibre ,  Téquiltbte 
n'est  pas  troublé  lorsque  quelques-uns  de  ces  points 
deviennent  fixes.  Deux  systèmes  en  équilibré  peuvent 
être  superposés ,  c'est-à-dire  qu'ayant  placé  l'uH  des  sys- 
tèmes sur  l'autre ,  de  manière  à  faire  coïncider  quel-  . 
ques-unes  de  leurs  parties,  on  peut  admettre  q(iè  tes 
parties  soient  ensuite  réunies  et  assujetties  les  unes  aux 
autres  :  l'équilibre  subsistera  dans  le  noiiveflU  système 
comme  il  subsistait  séparément  dans  chacun  dé  ceux  qui 
ont  servi  à  le  former. 

4.  Il  existe  dans  la  statique  plusieurs  principes, 
c'est-à-dire  plusieurs  propositions  primordiales  qui  peu- 
vent être  établies  immédiatement ,  et  servir  dé  point  de 
départ  pour  développer  les  vérités  dont  cette  science  se 
compose. 

Lé  principe  du  levier  consiste  en  ce  qu'une  ligne  in- 
flexible horizontale  étant  supportée  au  milieu ,  et  dhtar- 
gée  aux  extrémités  de  deux  poids  égaux ,  i^il  y  a  équi- 
libre ;  2"*  l'efiort  exercé  sur  le  point  d'appui  est  égal  à  la 
somme  de  deux  poids.  La  première  partie  de  cette  pro- 
position est  évidente ,  mais  on  peut  demander  que  la 
seconde  partie  soit  démontrée.  Pour  y  parvenir,  on  re- 
marque que  trois  forces  égales  appliquées  à  un  même 
point,  et  dirigées  suivant  trois  rayons  qui  divisent  le  , 
cercle  en  secteurs  égaux,  sont  évidemmeo^en  équilibl*é. 
Soit  maintenantla  ligne  horizontale  AB  {fig  1).  Traçons 

le  parallélogramme  ABOD  ,  dont  les  angles  sont  égaux 

II 

au  -et  au  -^  de  la  circonférence.  Appliquons  à  chacun  des 
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quatre  angles  de  cette  figure ,  et  dans  la  diriection  de» 
côtés,  trois  forces  égales  entre  elles  qui  se  feront  réci- 
proquement équilibre  ;  puis  au  milieu  de  la  ligne  AB 
quatre  forces  égaies  aux  précédentes  et  opposées  deux 
à  deux.  La  figure  étant  considérée  comme  un  plan  ri- 
gide ,  le  système  sera  en  équilibre  ;  et  si  l'on  supprime 
les  forces  qui  se  détruisent  comme  étant  égales  et  oppo- 
sées ,  il  reste  les  forces  qui  doivent  se  faire  équilibre 
conformément  au  principe  du  levier. 

5.  L'équilibre  du  levier,  dans  le  cas  où  le  point  fixe 
n  est  pas  placé  au  milieu ,  se  déduit  immédiatement  de 
la  proposition  précédente.  En  effet ,  soit  une  ligne  hori- 
zontale chargée  de  poids  uniformément  distribués  sur 
sa  longueur,  et  supportée  par  un  point  fixe  placé  au 
milieu.  Ce  système  sera  en  équilibre.  2a  étant  la  lon- 
gueur de  la  ligne ,  prenons  à  Tune  des  extrémités  une 
longueur  2A.  On  pourra  ,  sans  détruire  l'équilibre , 
réunir  au  milieu  de  chaque  partie  2h  et  2a — 2A  les 
poids  dont  elle  est  chargée ,  et  Ton  aura  alors  un  levier 
dont  les  bras  égaux  à  a — h  et  h  supportent  respective- 
ment à  leurs  extrémités  des  poids  proportionnels  à  A  et 
a — h. 

6.  La  proposition  précédente  s'étend  facilement  au 
cas  où  les  deux  bras  du  levier  ne  sont  pas  en  ligne  droite. 
En  général ,  deux  forces  dirigées  dans  un  même  plan 
se  font  mutuellement  équilibre  autour  d'un  point  fixe , 
lorsqu'elles  sont  entre  elles  en  raison  inverse  des  lon- 
gueurs des  perpendiculaires  abaissées  du  point  fixe  sur 
leurs  directions  respectives.  Le  produit  d'une  force  par 
la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point 
fixe  sur  sa  direction  est  la  mesure  de  l'action  de  cette 
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force  pour  faire  tourner  le  système  autour  du  point 
fixe.  C'est  ce  qu'on  nomme  le  moment  delà  force. 

7.  Le  principe  du  plan  incliné  consiste  en  ce  qu'un 
poids  étant  placé  sur  un  plan  incliné  à  l'horizon ,  et 
retenu  par  une  force  dirigée  parallèlement  au  plan,  il  y 
a  équilibre  l<»*sque  le  poids  est  à  la  force  comme  la  lon- 
gueur du  plan  est  à  sa  hauteur.  Ce  principe  a  été  dénaon- 
tré  par  Stevin  en  considérant  une  chaîne  pesante  sans 
fiba  placée  sur  un  triangle  solide  qui  repose  sur  sa  base 
horizontale.  Cette  chaîne  se  maintient  éyidemment  en 
repos.  Or,  la  partie  inférieure  qui  pend  au-dessous  de 
la  base  du  triangle  est  elle-même  en  équilibre.  Les  deux 
parties  qui  reposent  sur  les  deux  côtés  inclinés  du  trian- 
gle doivent  donc  faire  équilibre  Tune  à  l'autre;  d'où 
l'on  conclut  la  proposition  énoncée. 

8.  La  proposition  précédente  peut  servir  à  démontrer 
la  loi  de  l'équilibre  du  levier.  Soiten  effet  un  point  maté- 
riel M  placé  sur  le  plan  incliné  A'B{fig.^) ,  et  sollicité  par 
la  force  verticale  P  et  par  la  force  Q  dirigée  dans  le  sens 
du  plan.  L'équilibre  subsiste  si  ces  forces  sont  entre 
elles  dans  le  rapport  des  lignes  AB,  AC.  Plaçons  la  ligne 
inflexible  MD /perpendiculaire  sur  AB,  et  qui  peut 
tourner  autour  du  point  I>  supposé  fixe  ;  l'équilibre  ne 
sera  pas  troublé.  Supposons  ensuite  que  l'on  anéantisse 
le  plan  incliné  ;  l'équilibre  subsistera  encore ,  car  ce 
plan  s'opposait  seulement  à  ce  que  le  point  matériel  ne 
pût  se  mouvoir  dans  toute  autre  direction  que  AB,  et 
le  même  effet  sera  produitpar  la  verge  MD.  Or,  les  forces 
P,  Q  agissent  maintenant  sur  un  levier  dont  le  pmnt 
fixe  est  en  D ,  et  leurs  bras  de  levier  respectifs  sont  les 
lignes  DE  et  DM ,  dont  le  rapport  est  le  même  que  celui. 
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4188  lignes  AG  «f  AB ,  c'e8t*à-dir^  f inverse  àa  rapport 
des  foroes. 

0.  Le  principe  des  moi^s  peut  également  sarrir  de 
l^ase  aux  théories  de  la  statique.  Un  poids  P  étant  sou- 
tenu par  mte  moufle  mobile  à  laquelle  aboutissent  n 

cordons  parallèles  entre  eux,  la  force   Q,  appliquée 

p 

à  l'extrémité  du  dernier  cordon ,  est  égale  à  —  lors-* 

que  le  système  est  en  équilibre.  Cette  proposition  ré- 
sulte évideounent  de  ce  que  la  tension  du  cordon  doit 
être  uniforme  daqs  toute  sa  longueur. 

10.  Le  principe  du  leiFÎer  peut  en  être  déduit  de  la 
manière  suivante.  Concevons  que  Ton  ait  appliqué  aur  la 
moufle  le  levier  BAC  (^jp. 8),  dont  le  point  fixe  A  est  placé 
de  manière  que  AB  soit  à  AC  dans  le  rapport  de  Tunité  au 
nombre  des  cordon^  qui  soutiennent  le  poids  P»  et  ad- 
mettons que  les  extrémités  B,  C  du  levier  soient  unies 
aux  points  correspondants  du  fil.  La  réunion  des  sys- 
tèmes du  levier  et  de  la  moufle  formera  un  système  com*' 
posé ,  dans  lequel  les  points  B  et  C  peuvent  prendre  les 
mêmes  déplacements  infinimentpetits  qu'ils  prendraient 
si  chaque  système  était  sei|l.  Donc  si  cJiaque  système 
est  en  équilibre,  ou  n'est  pas  en  équilibre  sous  l'action 
de  forces  quelconques,  le  système  composé  sera  égale- 
ment en  équilibre ,  ou  n'y  sera  pas ,  sous  Faction  des 
mêmes  forceç. 

Cela  posé ,  considérant  le  système  composé  auquel 
aucune  forc^  n'est  appliquée ,  appliquons  au  point  B 
deux  forces  égales  et  opposées  agissant  dans  le  sens  du  fil; 
et  appliquons  également  au  point  C  deux  forces  égales  et 
opposées  agissant  dans  le  sens  du  fil ,  moindres  que  les 
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précédentes  dans  le  rapport  de  l'uni  té  au  nombre  des 
cordons  de  la  moufle,  hp  système  sera  en  équilibre ^  puis*- 
que  l'on  n'a  ajouté  que  des  forces  qui  se  détruisent 
réciproquement.  Mais  puisque  les  deux  forces  tirant 
de  haut  en  bas  appliquées  respectivementaux  points  B,C 
se  fofki  mutuellement  équilibre  au  moyen  de  la  mouBe 
seule ,  on  peut  supprimer  ces  forces  sans  altérer  réqui«> 
libre  subsistant.  Donc  les  forces  restantes  tirant  de  bas 
en  baut  doivent  alors  se  faire  équilibre  au  moyen  du 
lerier  seul ,  puisque  la  réunion  de  la  moufle  au  levier  ne 
pourrait  établir  l'équilibre  s'il  n'existait  pas; 

11.  On  peut  j  au  moyen  du  principe  du  levier^  com- 
poser deux  forces  parallèles,  c'est-à-dire  trouver  une 
force  résultante  qui  produise  sur  un  système  la  même 
action  que  deux  forces  parallèles  données.  Soi^mt  deux 
forces  parallèles  P,Q  agissant  aux  deux  extrémités  de  la 
ligne  rigide  AB  {/ig.h.).On  conclut  de  ce  qui  précède  que 
l'action  de  ces  forces  sera  entièrement  détruite  si  cette  li- 
gne est  retenue  par  un  point  fixe  C ,  placé  de  manière 

que  1^  =  -g*  ;  et  de  plus  que  ce  point  fixe  supportera 

dans  une  direction  parallèle  à  celle  des  forces  l'effort 
P-t-Q.  Donc  on  détruirait  l'action  des  deux  forces  pro- 
posées ,  en  appliquant  au  point  C  de  la  verge  en  sens 
contraire  de  la  direction  de  ces  forces  une  force .  égale 
à  leur  somme.  Donc  l'action  des  deux  forces  sur  la  verge 
est  la  même  que  celle  d'une  force  égale  à  leur  somme , 
et  appliquée  au  point  de  cette  verge  qui  la  partage  en 
deux  parties  réciproquement  proportionnelles  aux  forces 
correspondantes. 

12.  L'équilibre  du  levier  donne  immédiatement  l'é- 
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qiiilibre  de  plusieurs  forces  appliquées  à  un  point  maté- 
riel. Soient  trois  forces  P,  Q,  R  dirigées  dans  le  même 
plan,  appliquées  aupoint  M  {fig.&),  et  supposées  en  équi- 
libre. Prenons  un  point  A  sur  la  direction  delà  force  R 
prolongée ,  et  abaissons  de  ce  point  les  perpendiculaires 
AB,AG  sur  les  directipns  des  forces  P,  .Q.  Considérons 
BAC  comme  uu  levier  dont  le  point  fixe  serait  en  A,  et 
supposons  ce  levier  invariablement  uni  au  système  donné 
des  trois  forces.  L'équilibre  de  ce  système  ne  sera  pas 
troublé.  Or  on  peut  maintenant  supprimer  la  force  R, 
qui  est  détruite  par  la  résistance  du  point  fixe  A.  Donc 
les  deux  forces  restantes  P,Q  se  font  équilibrç  sur  le 
levier  BAC ,  d'où  l'on  conclut  que  les  lignes  AB,  AC  sont 
réciproquement  proportionneUes    aux  valeurs  de  ces 
deux  forces ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  la 
direction  de  la  force  sera  celle  de  la  diagonale  du  paral- 
lélogramme construit  sur  les  lignes  qui  représentent  en 
grandeur  et  en  direction  les  forces  P,  Q.  On  verra  de 
même  que  la  force  Q  doit  être  dirigée  suivant  la  diago- 
nale du  parallélogramme  construit  sur  les  lignes  qui 
représentent  les  forces  P,R;  et  l'on  en  déduit  facilement 
que  chacune  des  trois  forces  est  ^représentée  en  gran- 
deur et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  lignes  qui  représentent  les 
deux  autres. 

On  voit  aussi  que  trois  forces  appliquées  à  un 
même  point,  et  en  équilibre,  sont  entre  eUes  comme 
les  côtés  d'un  triangle  formé  par  trois  lignes  respecti- 
vement parallèles  aux  directions  de  ces  forces,  et  que 
chacune  dès  forces  est  proportionnelle  au  sinus  de  l'angle 
compris  entre  les  directions  des  deux  autres. 


*  ,    j*      •      '  -  A.  .  ^  V» 
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13.  La  proposition  précédente  se  déduirait  également 
du  principe  du  plan  incliné  {ji^ojrez  n^.8).  Puisque  les 
forces  P,  Q  se  font  équilibre  autour  du  point  D  supposé 
fixe ,  ce  point  est  situé  sur  la  direction  de  la  force  qui 
pourrait  leur  faire  équilibre.  Or,  les  perpendiculaires 
abaissées  du  point  D  sur  les  directions  des  deux  forces 
leur  sont  réciproquement  proportionnelles  :  donc  ce 
point  appartient  à  la  diagonale  du  parallélogramme  con- 
struit sur  les  lignes  qui  représentent  respectiremenl  les 
forces  dont  il  s'agit. 

ik.  On  conclut  immédiatement  de  ce  qui  précède  le 
principe  de  la  composition  des  forces  appliquées  à  un 
point  matériel.  L'action  résultante  de  deux  forces  est 
représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  diago- 
nale du  parallélogramme  construit  sur  les  lignes  qui 
représentent  les  composantes  En  effet ,  une  force  égale 
et  opposée  à  cette  résultante  détruira  l'action  des  deux 
forces  proposées. 

Ce  principe  peut  être  démontré  directement  ;  mais  en 
général  les  démonstrations  comportent  deà  considérations 
délimite  ou  d'infini.  Nous  indiquerons  l'une  des  plus  sim- 
ples. Considérons  IeIq^geADBD(/%.6),etadmettons  que 
l'on  ait  appliqué  aux  angles  A^B^^tdans  le  prolongement 
des  côtés ,  quatre  forces  égales  :  ce  système  sera  évidem- 
menten  équilibre  :  soit  ensuite  placé  en  GBEF  un  système 
pareil  également  en  équilibre^  l'équilibre  subsistera  tou- 
jours si  l'on  suppose  les  deux  systèmes  réunis.  On  peut 
mainteniint,  sans  altérer  cet  équilibre,  supprimer  les  for- 
ces qui  se  détruisent,  et  supposer  les  forces  qui  s'ajoutent 
appliquées  aux  points  A,  E.  Or  les  résultantes  des  forces 
qui  seront  alors  appliquées  à  l'un  et  à  l'autre  de  ces  deux 


12. 


c'est-à-dire ,  en  prenant  les  signes  supérieurs , 

et  en  prenant  les  signes  inférieurs 

y(x)=2cos.  "kx. 

L'un  ou  l'autre  de  ces  résultats  satisfait  à  la  condition 
exprimée  par  l'équation  {a)  ;  mais  le  premier  est  exclu 
par  la  nature  de  la  question  dont  il  s*agit,  parce  qu'en 
attribuant  à  la  variable  x  une  valeur  très-peu  différente 
de  z^ro  ,  il  donnerait  pour/^x)  une  valeur  plus  grande 
que  2,  d'où  l'on  conclurait  R>^2P,  ce  qui  est  impos- 
sible. 

n  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  valeur  de  la  résul- 
tante R  des  deux  forces  P,  dont  les  directions  compren- 
nent l'angle  2x,  est  nécessairement  représentée  par  l'ex- 
pression 

R=2Pcos.>x, 

l  désignant  une  constante  dont  la  valeur  est  encore  in- 
déterminée. Mais  si  l'on  suppose  a:  =^  ~  ,  les  deux  forces 
Pétant  directement  opposées   l'une  à  l'autre,  R  =  0. 

Donc  0  =  cos.X-.  ;  et  par  conséquent  >=2i+l  :de  pluson 

doit  prendre  i  =  0,  sans  quoi  la  résultante  R  serait  nulle 
dans  le  cas  de  deux  forces  faisant  entre  elles  l'angle 

aigu  ^.  '   .  Ainsi  l'on  a  définitivement 

R  3=  2P  COS.  X, 
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conformément  au  principe  démontré  dans  le  n^  (14).  On 
passe  facilement  du  cas  de  deux  forces  égales  à  celui  de 
deux  forces  inégales  dirigées  perpendiculairement  l'une 
à  lautre ,  puis  au  cas  de  deux  forces  inégales  dont  les  di- 
rections comprennent  un  angle  quelconque. 

16.  Le  principe  de  la  composition  des  forces  donne 
immédiatement  des  formules  dont  il  est  utile  de  garder 
le  souvenir.  P,Q  désignant  deux  forces  données,  et  R 
leur  résultante,  on  a 

Ia,  6  angles  compris 
entre  les  direo- 
tions  des  forces 
su  (tante  R. 
a+€  anfele  compris 
entre  les  direc- 
tions des  forces 
données  P,Q. 

Les  deux  dernières  équations  servent  à  décomposer  une 
force  proposée  R  en  deux  autres  forces  P,Q  dirigées 
suivant  des  lignes  données  :  on  en  déduit 


sin.  («+€)'  ^  sin.(a+6)' 

II.    COMPOSITION   ET    EQUILIBRE   DE  PLUSIEORS    FORCES    APPLI- 
QUÉES A   UN   POINT   MATÉRIEL. 

17.  On  obtient  facilement  la  résultante  commune  de 
plusieurs  forces  appliquées  à  un  point  matériel  en  pre- 
nant d'abord  la  résultante  des  deux  premières,  puis 
composant  cette  résultante  avec  la  troisième  force ,  et 
ainsi  de  suite. 

La  résultante  de  trois  forces  est  représentée  par  la 
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diagonale   dii  parallélipipëde  construit  sur  les    ignés 
qui  représentent  ces  trois  forces. 

Si  Ton  trace  dans  l'espace  un  contour  polygonal  avec 
des  droites  parallèles  et  proportionnelles  aux  forces 
proposées ,  la  ligne  qui  fermera  le  contour  en  achevant 
le  polygone  représentera  en  grandeur  et  en  direction  la 
résultante. 

Si  les  forces  proposées  sont  dirigées  dans  un  même  plan, 
la  direction  de  la  résultante  y  sera  également  dirigée. 

Le  système  des  forces  proposées  est  en  équilibre  si  la 
résultante  est  nulle.  Chacune  de  ces  forces  est  alors 
égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  de  toutes 
les  autres. 

18.  Les  opérations  relatives  à  la  composition  et  à 
la  décomposition  des  forces  s'effectuent  avec  facilité  au 
moyen  des  formules  données  par  la  géométrie  analytique. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  les  directions  des  forces 
sont  comprises  dans  un  même  plan.  Soit  A  {fig,8)\e  point 
sollicité  par  les  forces.  Traçons  dans  ce  plan  les  deux  axes 
rectangulaires  Âx  ,  A;^.  P  désignant  une  force  qui  est 
supposée  agir  en  tirant  sur  le  point  A,  nommons  (^^Tangle 
compris  entre  la  direction  de  cette  force  et  la  partie 
de  l'axe  Ax  sur  laquelle  on  compte  les  abscisses  po- 
sitives. La  force  P  sera  entièrement  déterminée  lors<- 
qu'on  donnera  sa  valeur  en  unités  de  poids  et  lan- 
giez. Les  signes  du  cosinus  et  du  sinus  de  cet  angle 
feront  connaître  dans  quel  sens  agit  la  force,  c'est-à-dire 
si  elle  tend  à  transporter  le  point  A  dans  le  sens  des  ab^ 
scisses  positives  ou  des  ordonnées  positives ,  ou  du  côté 
opposé. 

La  force  P  peut  être  remplacée  par  ses  deux  compo^ 


\ 
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santés  dirigées  suivailt  les  axes  Ax,  Ay^  dont  les  valeurs 
sont  respectivement  Pcos.  a,  Psin.a.  Désignant  par 
S.  P  COS.  a  et  S.  Psin.  a  la  somme  des  composantes  de 
plusieurs  forces  P  appliquées  au  point  A ,  par  R  la  ré- 
sultante dé  toutes  ces  forces  y  et  par  a  l'angle  que  la 
direction  de  R  forme  avec  Taxe  des  a? ,  on  a  évidemment 

R  =  |/  (S.Pcos.a) -f(S.P8ÎD.a)% 

S.PcOS.a  S.Psin.ar 

cos.  a= — = ,  8in.a= ^g — . 

K  R 

19.  Si  les  forces  P  proposéessont  en  équilibreR=0  ; 
ce  qui  suppose  que  Ion  a  séparément  les  deux  équations 

S.Pcos  a  =  0         et        S.P$in.dé=0. 

20.  Considérons  maintenant  le  cas  où  les  forces  P  ap- 
pliquées au  point  A  sont  dirigées  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace.  Chaque  force  est  toujours  supposée 
agir  en  tirant  sur  le  point  A.  Nous  faisons  passer  par 
ce  point  trois  axes  rectangulaires  Ax,  Ajr,  Az^  et  nous 
désignons  par  a,  6,  y,  les  angles  formés  par  la  direction 
de  la  force  P  avec  la  partie  de  chacun  de  ces  axes  sur 
lesquels  on  compte  les  coordonnées  positives.  Chaque 
force  P  peut  être  remplacée  par  ses  trois  composantes 
suivant  les  axes  Axy  Ajr,  Az,  qui  sont  respectivement 
Pcos.a,  Pcos.<> ,  P  COS.7.  Par  conséquent  R  étant  la  ré- 
sultante de  toutes  les  forces  P,  et  a,  &,  c  les  angles  que  la 
direction  de  R  forme  avec  les  axes  Ax,  A^,  Azy  nous 
avons  ici 

R  =  J/(S.P  cos.«)'4-(S.P  co5.6)*+{S.P  cos.7)" 

S.Pcos.a  ,      S.Pcos.  6  S.Pcos.7 

cos.û  = 5 ^       cos.tr  =. — — ,       cos.c  =c ~ . 

R  R  K 
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Les  signes  de  ces  cosinus  ferontconnattre  le  sens  sai— 
vant  lequel  aa^it  la  résultante  R.  Lorsque  cos.a  sera  po- 
sitif, la  forte  R  tirera  le  point  A  du  côté  des  x  positives  , 
et  ainsi  des  autres. 

21 .  Soit  une  ligne  droite  formant  les  angles  X.  ft,  v  avec 
les  axes  des  x,  des  y  et  des  z.  Si  l'on  multiplie  respectif 
yement  les  trois  dernières  équations  par  cos.X  ,  cos.fi , 
cos.v,  et  si  on  les  ajoute,  il  viendra 

R  (cos.a.  COS. >•+- COS. 6.  cos.p+cos.ccos.7) 
=SP  (cos.a.  cos.X+cos.ê. cos.fi 4*cos.7.  cos.v.); 

d'où  Ion  conclut  que  la  projection  de  la  résultante  sur 
une  ligne  quelconque  est  égale  à  la  somme  des  projec- 
tions des  composantes  sur  cette  même  ligne. 

La  somme  des  projections  des  composantes  sur  une 
ligne  quelconque  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  ré- 
sultante est  nécessairement  nulle. 

22.  La  condition  de  l'équilibre  du  système  consiste 
en  ce  que  la  résultante  R  soit  nulle ,  ce  qui  exige  que 
l'on  ait  séparément  les  trois  équations 

S.Pcos.a  =  0,         S.Pcos.6=0,         S.Pco$.7=0. 

En  général  un  point  matériel  ne  peut  demeurer  en  équi- 
libre qu'autant  que  les  forces  qui  le  sollicitent  étant  pro- 
jetées sur  une  ligne  quelconque ,  la  somme  des  projec- 
tions est  nulle. 

Equilibre  éC un  point  matériel  assujetti  à  demeurer  sur  une 
surface  ou  sur  une  ligne  courbe  données, 

23.  Soit  en  premier  lieu  un  point  M  {fig.9)  assujetti  à 
se  mouvoir  sur  une  courbe  mn  tracée  dans  ua  plan ,  et 
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sollicitée  par  plusieurs  forces  dirigées  dans  ce  même 
plan.  On  représente,  comme  dans  le  n'*  18,  par  P  la 
valeur  de  l'une  quelconque  des  forces,  et  paraTangle 
compris  entre  sa  direction  et  Taxe  des  x.  La  condition 
de  l'équilibre  des  forces  P  consiste  évidemment  ici  en 
ce  que  la  résultante  de  ces  forces  soit  dirigée  dans  le  sens 
de  la  normale  menée  à  la  courbe  au  point  M  ;  car  Faction 
de  cette  résultante  se  trouvera  alors  entièrement  dé- 
truite par  la  résistance  de  la  courbe ,  et  ne  pourra  im- 
primer au  point  matériel  aucun  mouvement.  En  dési- 
gnant donc ,  comme  ci*dessus ,  par  R  la  résultante  des 
forces  P,  par  a  l'angle  que  sa  direction  forme  avec  Taxe 
dea  x  ;  et  se  rappelant  que  la  courbe  mn  étant  rapportée 
aux  deux  coordonnées  rectangulaires  x,y,  la  tangente 
menée  à  cette  courbe  au  point  M  forme ,  avec  Taxe  des  x, 

un  angle  doût  la  tangente  trigonométrique  est  -^i  on 
exprimera  la  condition  de  l'équilibre  en  posant 

sin./ï S.Psin.a  1 

uos./z       S.Pco$.a  dy* 

dx 
ou  bien 

S.Pcos.or  dy 

S.Psin.x  dx 

Cette  équation  étant  satisfaite ,  l'expression  de  R  et 
celles  de  cos.  a  et  sin.  a  du  n^  18  donneront  la  valeur 
de  la  pression  supportée  par  la  courbe  et  le  sens  dans 
lequel  cette  pression  est  dirigée ,  puisque  Ton  connaîtra 
par  les  signes  de  cos.  a  et  sin.  a  si  cet  angle  appartient  à 
la  partie  MN  ou  à  la  partie  MN'  de  la  normale. 
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24.  Admettons  inainteDant  que  le  point  M  soit  assa* 
jetti  à  se  mouvoir  sur  une  surface ,  et  sollicité  par  plu«- 
sieurs  forces  dirigées  arbitrairement.   Conservons  les 
dénominations  du  n""  30 ,  et  supposons  la  figure  de  la 
surface  donnée  par  ime  équation  dans  laqueUe  l'ordon- 
née verticale  z  est  regardée  comme  une  fonction  des 
deux  coordonnées  horizontales  x^,  La  condition  de  Té- 
quilibre  consiste  en  ce  que  la  résultante  R  des  forces  P 
doit  être  dirigée  dans  le  sens  de  la  normale  à  la  surface. 
Donc  en  se  rappelant  les  expressions  des  cosinus  des 
angles  formés  par  la  direction  de  la  normale  avec  les 
axes  des  x  »  des  j^  et  des  z  qui  ont  été  données  n*  217  des 
LeçoTis  JCanafyse^  on  exprimera  l'existence  de  l'équilibre 

en  posant  les  équations 

dz 

S.Pcos.a  dx 


cos.ass< 


R 


\/m<i) 


cos.6= 


dz 
S.Pcos.6  dy 


cos.c=: 


v/(â)-HI)- 

S.Pcos.7  1 


R 


Vi^Ht)'- 


que  l'on  peut  réduire  aux  deux  suivantes  : 

S.Pcos.a  dz  S.Pcos.6         dz 

S.PCO8.7         ^^  S  Pcos.7'*"     ^* 

Lorsque  ces  équations  seront  satisfaites^  les  expressions 
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de  R  et  celles  d^  cos.  a ,  cos.  b ,  cos.  c  du  n*  30  feront 
connattre  la  pression  supportée  par  la  surface ,  et  le  sens 
dans  lequel  s'exerce  cette  pression. 

25.  Sil'éijuation  de  la  surface  proposée  était  donnée 
eous  la  forme 

il  est  visible ,  par  le  n*"  218  des  Leçons  d^ analyse ,  que 
les  conditions  de  Téquilibre  seraient  exprimées  par  deux 
quelconques  des  trois  équations 

.•^-SPxos.a=s:-7-  S.Pcos.B,  -7-S.Pcos.ass5  -7-  S.Pcos.v, 
4y  dx  az  dx 

dF  dF 

-H5.Pcos.6=  -r-  S.Pcos.7. 
djr  dy  ' 

S6.  Considérons  enfin  le  cas  où  le  point  M ,  sollicité 
par  les  forces  P,  serait  assujetti  à  demeurer  sur  une 
courbe  tracée  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace. 
Supposons  cette  courbe  donnée  par  deux  équations  entre 
jr  eix ,  zei  X,  Fabscisse  x  étant  prise  pour  la  variable 
indépendante.  Le  point  M  ne  peut  évidemment  être  en 
équilibre  à  moins  que  la  résultante  des  forces  P,  qui  lui 
sont  appliquées,  ne  soit  dirigée  perpendiculairement  i  la 
tangente  à  la  courbe ,  et  si  cet^e  condition  subsiste ,  Té* 
quUibre  aura  nécessairement  lieu.  Donc ,  en  ayant  égard 
aux  expressions  des  cosinus  des  angles  formés  par  la 
tangente  à  la  courbe  avec  les  axes  des  x ,  des  y  et  des  z , 
qui  ont  été  données  dans  le  n""  223 des  Leçons  d analyse, 
on  exprimera  l'existence  de  l'équilibre  en  posant  l'é- 
quation 

dy  dz 

C08.tf -1- -çi-cos.i  4-^- cos.c  =  0, 

ax 
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c'esl-à-<lire 

S.Pcos.-/4-r'S.Pcos.€4--:;^S.Pco5.7=0. 

Cette  équation  étaut  satisfaite,  les  expressions  de  R 
et  celles  de  cos.  a  ,  cos.  b ,  cos.  c  du  n*20 ,  donneront 
lelfort  exercé  sur  la  courbe  et  le-  sens  dans  lequel  cet 
effort  est  dirigé. 

27.  $i  la  courbe  est  représentée  par  deux  équatH)ns 

appartenant  à  deux  surfaces  quelconques  dont  cette 
courbe  est  Tintersection ,  on  trouvera ,  par  le  n*"  229  des 
Leçons  d'analyse^  pour  l'équation  exprimant  les  condi- 
tions de  l'équilibre 

(^ iL^^^.\  S  Pcos  a+  f^  — —  —  ^\S  Pcos  C 
\djr  dz       dy   dz)  '       \dx  dz      dx  dz  J 

fdF  df     df  rfF\  _ 

\dx  dy      dx  dy]    ' 

Principe  dés   vitesses  virtuelles  considéré  dans  t équilibre 

d'un  point  matériel, 

28.  Le  principe  des  vitesses  virtuelles ,  considéré  dans 
lequilibre  dun  seul  point  matériel,  consiste  dans  la 
proposition  suivante  :  Le  point  M  étant  soumis  à  l'ac- 
tion de  plusieurs  forces  P  dirigées  arbitrairement,  ad- 
mettons que  ce  point  se  déplace ,  et  décrive  dans  une 
direction  quelconque  une  ligne  droite  infiniment  petite 
dont  nous  désignerons  la  longueur  par  ^s,  tétant  un 
«igné  de  différentiation.  Projetons  ensuite  cette  ligne  es 
sur  les  directions  des  forces  P  :  chaque  projection  me- 
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surera  Tespace  parcouru  par  le  point  M  dans  Je  sen» 
de  la  direction  de  chacune  des  forces  ,  et  nous  appelle- 
rons moment  de  la  force  P  le  produit  de  cette  force  par 
Tespace  parcouru  dans  le  sens  de  sa  direction ,  en  re* 
gardant  ce  produit  comme  positif  quand  l'espace  se 
trouvera  décrit  dans  le  sens  suivant  lequel  la  force  tend 
à  entraîner  le  point  matériel ,  et  comme  négatif  quand 
l'espace  se  trouvera  décrit  dans  le  sens  contraire.  Cela 
posé ,  la  proposition  dont  il  s'agit  consiste  en  ce  que  le 
point  M  ne  peut  être  en  équilibre  à  moins  que  la  somme 
des  moments  des  forces  P  ne  soit  constamment  nulle , 
quelle  que  soit  la  direction  suivant  laquelle  ce  point 
s'est  déplacé  ;  et  réciproquement  l'équilibre  sivbsiste  né- 
cessairement si  la  somme  des  moments  des  forces  est 
nulle  pour  tous  les  déplacements,  possibles  du  point 
matériel. 

Il  importe  de  remarquer  d'ailleurs  que  lorsqu'il  s'agit 
d'un  point  matériel  entièrement  libre ,  la  direction  de  la 
ligne  in£uGiiment  petite  os  est  entièrement  arbitraire. 
Mais  quand  il  s'agit  d'un  point  matériel  assujetti  à  de- 
meurer sur  une  surface  donnée ,  la  ligne  o5  ne  peut  plus 
être  dirigée  que  dans  le  plan  tangent  à  cette  surface  ;  et 
quand  le  point  matériel  est  assujetti  à  demeurer  sur  une 
courbe  donnée,  la  ligne  es  ne  peut  plus  être  dirigée  que 
dans  le  sens  de  la  tangente  à  cette  courbe. 

29.  Pour  démontrer  cette  proposition  importante ,  il 
suffit  de  remarquer  qu'en  supposant  l'espace  Bs  parcouru 
dans  le  sens  de  la  ligne  quelconque  qui  forme  avec  les 
axes  des  x ,  desj^  et  des  z  les  angles  >,fi,v,  et  multipliant 
par  ^5  les  deux  membres  de  l'équation  du  n*"  31 ,  il  vient 

Ko*(co8.tf.co9.),4<:os.6.cos.p.'+-cos,c.cos.v) 
=  S.P.j5(cos.«.cos.>+eos.6.cos.fZ+cos.7.cos.vy. 
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Or,  la  quantité  es  (  cos.a.co6.H<:os«6.cos.fA'fcos.7.cos.v) 
est  la  projection  de  9s  sur  la  direction  de  la  force  P,  et  la 
quantité  9s  (cos.a.cos.^+cos.i.cos.fA+cos.c^cos.v)  est  la 
projection  de  9s  sur  la  direction  de  la  résultante  R  :  donc 
Féquation  précédente  exprime  en  général  que  le  moment 
de  la  résultante  de  plusieurs  forces  appliquées  à  un 
point  matériel  est  égal  à  la  somme  des  moments  des 
composantes. 

Mais  lorsque  le  point  matériel  eât  en  équilibre ,  on 
a  R=-0  s'il  est  entièrement  libre  ;  et  Ton  a 

COS.a.  C08.X  +  cos  .ft  +  cos  .c.  cos.v  ss=  0 

si  ce  point  est  assujetti  à  se  mouvoir  dans  une  surface 
ou  dans  une  ligne  donnée,  puisque  la  résultante  est 
alors  nécessairement  dirigée  perpendiculairement  à  la 
surface  ou  à  la  ligne.  Donc  on  a  dans  tous  les  cas  de 
Téquilibre  d'un  point  matériel 

S.P.  Ar(cos.a.co8.X+oos.€.cos.ft*fcos.7.co8.y)  s=  0, 

et  réciproquement  si  cette  équation  subsiste,  Féquilibre 
des  forces  P  est  assuré* 

30.  Nous  représenterons  jdans  la  suite  par  ^  la  pro^ 
jection  sur  la  direction  de  la  force  quelconque  P  de 
l'espace  9s  décrit  par  le  point  matériel ,  et  par  9r  la  pro- 
jection de  ^5  sur  la  direction  de  la  résultante  R;  en  sorte 
qu'on  aura 

9p==i9s(cos,ot.cos.M<os,^éCoa^lf!^o$»y»cos>v 
^r=îs^5(co5.a.cos.M^cos.&.co9.fH<:os.c.co8.y)* 

L'équation  exprimant  que  le  moment  de  ia  résultante 
est  égal  à  la  somme  des  moments  des  composantes  s'é* 
crira  alors 
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et  Ton  aura  pour  exprimer  les  conditions  de  TéquiliBre 

des  forces  P, 

S.VSp=0 (a; 

On  considère  dans  ces  équations  p  et  r  conune  repré- 
sentant les  distances  du  point  matériel  M  à  certains 
points  fixes  pris  sur  la  direction  des  forces  P  et  R.  Ces 
distantes  sont  des  fonctions  des  coordonnées  x,jr^z  du 
point  M.  Les  quantités  infiniment  petites  dp,  $r,  repré- 
sentent les  variations  que  les  distances  p  et  r  ont  subies 
lorsque  le  point  M  s'est  déplacé  de  la  quantité  infini- 
ment petite  os ,  déplacement  qui  répond  lui-même  à  des 
variations  âx,fy,9z  subies  par  les  coordonnées  de  ce 
pomt.  Les  valeurs  des  forces  P  sont  également  consi- 
dérées en  général  comme  données  en  fonction  des  coor- 
données x^^z ,  appartenant  à  la  position  actuelle  du 
point  matériel.  • 

11  est  aisé  d'ailleurs  de  reconnaître  que'  la  seule 
équaticm  (A),  à  laquelle  on  joindra  les  équations  expri- 
mant les  conditions  du  déplacenient  du  point  matériel , 
s'il  n'est  pas  entièrement  libre ,  suffit  pour  donner  les 
conditions  de  l'équilibre ,  telles  qu'elles  ont  été  obtenues 
dans  les  n^'  19  et  suivants. 

En  effet ,  remarquons  que  ^p  étant  la  projection  de^^* 
sur  la  direction  de  la  force  P,  on  a 

op  =  ^5(cOS.X.CO$.fl4-COS.U.COS.€+COS.V.COS.7}  ; 

Mais 

^*.GOS.).=5a:,  ^5.cos.|A=^,  O5.cos.v=  iz  ' 

donc 

^/>=<^x.cos.a-f^.cos.6+5s.cos.yj 

en  sorte  que  Téquation  (A)  peut  s'écrire 
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S.P(^j:.cos.a+^.cos,6-f&.cos.7)s=rO, 
ou  bien 

te.S.Pcos.a-f-7y.S.Pcos.€4^2.S.Pcos.7=0 {a) 

Cela  posé  ^  supposons  en  premier  lieu  le  point  matériel 
auquel  les  forces  P  sont  appliquées  entièrement  libre. 
Les  trois  variations  Sx,Sjr,$z  de  ses  coordonnées  corres- 
pondantes à  un  déplacement  possible  de  ce  point  seront 
entièrement  arbitraires.  Donc  l'équation  précédente  ne 
peut  exister  en  général  qu'autant  que  Ton  aura  séparé- 
ment 

S.Pcos.a=0,  S.Pcos.€=0,  S.Pcos.7=0, 

qui  sont  les  trois  équations  de  Téquilibre  d'un  point 
matériel  libre  trouvées  dans  le  n**  22. 

Supposons  en  second  lieu  le  point  matériel  assujetti  à 
se  mouvoiç  sur  une  surface  représentée  par  l'équation 

F(a:,^,s)  =  0, 

à  laquelle  doivent  satisfaire  les  trois  coordonnées  de  ce 
point.  On  aura  alors  entre  les  variations  ^x^^y^^z  la  re- 
lation qui  se  déduit  de  l'équation  précédente  en  la  dif- 
férentiant,  et  remplaçant  £?jr,  dj  et  dz  par  9x,  $jr  et^z , 
relation  qui  est 

dF  ^      dF  ^      dF^     ^ 

dx    .      dy  dz 

Or,  si  l'on  prend  dans  cette  équation  la  valeur  de  l'une 
quelconque  des  variations  ^x^^yM;  qu'on  la  substitue 
dans  l'équation  (a)»  et  que  l'on  égale  séparément  à  zéro 
les  termes  affectés  des  deux  variations  restintes  qui 
demeurent  arbitraires  ^  on  retrouvera  les  équations  qui 
ont  été  données  dans  le  n"*  26.  i 
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Admettons  enfin  que  le  point  matériel  soit  assujetti 
à  se  mouvoir  sur  une  courbe  donnée  représentée  par 
les  équations 

les  variations  Sx,9j',5z  devront  alors  satisfaire  aux  deux 
équations  différentielles 

dx         dy         dz  dx         dy         dz 

Si  l'on  prend  dans  ces  équations  les  valeurs  de  deux 
quelconques  de  ces  variations  ,  et  que  Ton  substitue 
ces  valeurs  dans*  l'équation  (a) ,  la  troisième  variation 
disparaîtra ,  et  Ton  trouvera  pour  équation  finale ,  ex- 
primant les  conditions  de  Téquilibre,  celle  qui  a  été 
donnée  dans  le  n"*  27. 

III.   Composition   et   équilibre  de  plusieurs  forces  pa- 

*     RALLÈLES  APPLIQUXXS  A   UN   SYSTÈME   DE   POINTS  MATÉRIELS 
ASSUJETTIS   ENTRE   EUX    d'uNE  MANIERE    INVARIABLE. 

31.  Nous  considérons  ici  un  système  de  points  ma^ 
tériels  supposés  assujettis  les  uns  aux  autres ,  de  ma- 
nière que  leurs  positions  respectives  ne  puissent  subir 
aucun  changement,  comme  cela  aurait  lieu  si  ces  points 
appartenaient  à  un  corps  solide  et  parfaitement  rigide. 
Des  forces  quelconques ,  mais  dont  les  directions  sont 
toutes  parallèles  entre  elles,  sont  appliquées  à  ces  points. 
Nous  admettons  en  général  qu'une  partie  de  ces  forces 
tend  à  transporter  le  corps  dans  un  sens,  et  l'autre  par- 
tie à  le  transporter  dans  un  sens  opposé. 

Nous  avons  présenté  dans  les  n^*ll  ei\k  la  notion 
de  la  résultanle  de  deux  forces.  La  résultante  de  plu- 
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sieurs  forces  appliquées  à  un  système  de  points  maté- 
riel est  la  force  par  laquelle  ce  système  serait  sollicité 
de  la  même  manière  qu'il  l'est  par  l'ensemble  des  forces 
proposées  ;  en  sorte  que  si  l'on  appliquait  au  système 
une  force  égale  et  directement  opposéeàcette  résultante, 
l'action  des  forces  proposées  serait  entièreme&t  détruite 
et  le  système  se  trouverait  en  équilibre. 

Un  système  quelconque  de  forces  appliquées  à  plu- 
sieurs points  matériels  étant  donné ,  on  ne  peut  pas  tou- 
jours trouver  pour  ce  système  une  seule  résultante ,  et 
par  conséquent  on  ne  pourrait  pas  toujours  faire  équi- 
libré aux  forces  proposées  par  l'application  d'une  force 
unique.  La  question  consiste  :  1*  à  déterminer  la  résul- 
tante lorsqu'elle  existe ,  et  dans  tous  les  cas  à  réduire 
le  système  proposé  au  plus  petit  nombre  de  forces  qu'il 
est  possible  ;  2''  à  déterminer  les  conditions  de  l'équilibre 
du  système. 

32.  Soient  en  premier  lieu  deux  forces  parallèles  PyP', 
qui  agissent  dans  le  même  sens.  En  composant  ces  deux 
forces  par  le  principe  du  levier,  la  valeur  de  leur  résul- 
tante sera 

R=P+F; 

la  direction  de  cette  résultante  sera  parallèle  aux  direc- 
tions des  deux  forces  et  comprise  dans  le  même  plan;  elle 
partagera  l'intervalle  de  ces  directions  en  parties  récipro- 
quement proportioimelles  aux  forces.  Ainsi  désignant 
parx^oî',  les  perpendiculaires  Am,Am'  {/ig.iO)  abaissées 
d'un  point  quelconque  Aprisdansle  plan  desdeux  forces^ 
P,P'  sur  leurs  directions ,  la  distance  An  delà  direction 
de  la  résultante  R  au  point  A  sera  exprimée  par 

PX4-PV 
P+P' 
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33.  Admettons  en  second  lieu  que  les  deux  forces 
parallèles  données  P,P'  sont  dirigées  en  sens  o^pposés. 
Soit  P  la  plus  grande  de  ces  deux  forces ,  et  supposons 
que  Ton  applique  au  système,  dans  le  plan  des  directions 
des  deux  forces  P,  P',  une  troisième  force  P — ^P'  agissant 
en  sens  contraire  de  la  fprce  P,  et  placée  de  manière 
que  les  distances  m»,  mm'  {fig.  11)  soient  entre  elles 
dans  le  rapport  de  P'  à  P.  Il  y  aura  équilibre  en  vertu 
du  principe  du  levier.  Donc  l'action  résultante  des  deux 
forces  PjP' est  la  force  R  égale  et  directement  opposée 
à  la  force  P — P  puisque  l'application  de  cette  force  P — P' 
établit  Téquilibre  dans  le  système.  Ainsi  la  résultante  des 
forces  proposées  a  pour  valeur 

R=P— F, 

et  la  distance  An  de  sa  direction  au  point  quelconque  A 
pris  dans  le  plan  des  forces  est 

R 

Zk.  Il  est  nécessaire  d'examiner  le  cas  particulier  ou 
l'on  aurait  P=P'.  Dans  ce  cas ,  si  Ton  a  également  x^sf, 
les  deux  forces  données  sont  égales  et  directement  op* 
posées  :  leur  résultante  est  nulle ,  et  le  système  est  en 
équilibre.Mais  si  en  même  temps  que  les  deux  forces  P,F 
sont  égales  et  opposées,  les  directions  de  ces  forces  ne  coïn- 
cident pas  Tune  avec  l'autre ,  l'expression  précédente 

An= = de  la  distance  delà  direction  de  la  résul- 
tante au  point  A  devient  infiniment  grande. 

Ainsi  la  résultante  des  forces  proposées  est  nulle  et  sa 
direction  est  placée  à  une  distance  infinie  des  directions 
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de  ces  forces,  ou  plutôt  elles  nont  pas  de  résullairie. 
Un  tel  système  constitue  ce  cju  on  nomme  un  couple. 

35.  Considérons  un  couple  quelconque  formé  de  deux 
forces  égales  et  parallèles  P,  agissant  en  sens  contraire  , 
mais  non  directement  opposées,  et  désignons  par«  la  dis- 
tance mn  {/ig.i2)  des  directions  de  ces  forces.  L'action  de 
ce  couple  sur  le  plan  matériel  auquel  il  est  appliqué  ne 
peut  être  remplacée  par  une  force  unique  :  cette  action 
est  d'une  nature  qui  lui  est  propre  ,  et  ne  pourmit  être 
détruite  que  par  celle  d'un  autre  couple.  Pour  voir  d'ail- 
leurs en  quoi  consiste  l'action  du  couple  proposé,  on 
peut  supposer  qu'un  point  quelconque  A  du  plan  ma- 
tériel ,  auquel  il  est  appliqué ,  devienne  fixe.  L'action 
simultanée  des  deux  forces  P  tendra  à  faire  tourner  ce 
plan  autour  du  point  A,  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche ,  et  la  mesure  de  cette  action  sera  la  différence 
des  moments  P.Aw ,  P.An ,  c'est-à-dire  P-». 
-    On  peut  donc  dire  qu'aussitôt  qu'un  couple  est  ap- 
pliqué dans  un  plan  matériel ,  ce  plan  tend  à  tourner 
autour  de  l'un  quelconque  de  ses  points  avec  une  énergie 
mesurée  par  le  moment  du  couple,  dont   l'expression 
analytique  est  P^.  C  est  en  cela  que  consiste  l'action  de 
ce  couple. 

Cette  action  ne  peut  être  remplacée,  comme  on  la 
déjà  dit,  par  une  force  unique  qui  tend,  non  pas  à 
faire  tourner ,  mais  à  déplacer  le  plan  matériel  dans  le 
sens  de  la  direction  de  la  force.  Mais  si  l'un  des  points 
du  plan  matériel  devenait  réellement  fixe,  ce  plan  iic 
pourrait  plus  être  transporté  dans  l'espace  ;  il  ne  pour- 
rait que  tourner  autour  du  point  devenu  fixe.  Alors 
les  actions  de  la  force  et  du  couple ,  pour  opérer  ou  enu- 
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piccher  ce  mouvement  de  rotation  ,  deviendraient  tout  à 
fait  comparables.  L'action  du  couple  serait  toujours  me 
surée  par  le  moment  P-»,  dont  la  valeur  est  indépen- 
dante  de  la  position  du  point  fixe  par  rapport   aux 
directions  des  forces  P  ;  et  l'action  d'une  force  Q  serait 
mesurée  par  le  moment  Qq ,  en  désignant  par  q  la 
distance  du  point  fixe  à  la  direction  de  la  force.  La  force 
fera  équilibre  au  couple  si  P-or=Qg  ,  et  si  le  couple  et  la 
force  tendent  à  faire  tourner  le  plan  matériel  en  sens 
opposés. 

36.  Soit  maintenant  le  système  de  plusieurs  forces 
parallèles  P,P',P",  etc. ,  appliquées  à  des  points  maté- 
riels assujettis  entre  eux  d'une  manière  invariable ,  et 
distribués  arbitrairement  dans  Tespace.  Supposons  que 
l'on  ^it  mené  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  des 
forces,  dans  lequel  on  a  tracé  les  axes  rectangulaires 
AXyhyy  et  soient  m,m\ni!'y  etc. ,  les  points  où  les  direc- 
tions des  forces  proposées  P,P',P",  etc. ,  rencontrent  ce 
plan.  Nous  désignerons  par  ar  et  y,  a/  et  j-',  a!'  et  y",  etc., 
les  coordonnées  des  points  m^ni^w!\  etc. 

Cela  posé ,  admettons]  en  premier  lieu  que  toutes  les 
forces  proposées  agissent  dans  le  même  sens.  On  les 
composera  facilement  deux  à  deux  par  le  principe  du 
levier.  La  résultante  des  deux  premières  forces  P,P' 
aura  pour  valeur  P+P.  Sa  direction  rencontrera  le  plan 
xh.y  dans  un  point  de  la  ligne  mm' qui  partagera  cette 
ligné  en  parties  réciproquement  proportionnelles  aux  for- 
ces P,P'  ;  d'oùl'on  conclut  facilement  que  les  coordonnées 

de  ce  point  seront  respectivement  et  -"p-pT-- 

En  composant  de  même  la  résultante  des  deux  pre- 
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miëres  forces  avec  la  troisième ,  puis  la  seconde  résul- 
tante avec  la  quatrième  force ,  et  ainsi  de  suite ,  on  trou- 
vera qu'en  nommant  R  la  résultante  totale ,  et  X,Y  les 
coordonnées  du  point  où  sa  direction  rencontre  le  plan 
xhjy  on  a 

R=S.P,      et     X=5|ï,      Y=^, 

équations  par  lesquelles  la  grandeur  et  la  direction  de 
la  résultante  sont  déterminées. 

37.  Si  maintenant  on  suppose  qu'une  partie  des  for- 
ces proposées  agisse  dans  un  sens,  et  l'autre  partie  dans 
le  sens  contraire ,  que  Ton  désigne  par  P^  Tune  quel- 
conque des  premières  forces ,  et  par  P.  l'une  quelconque 
des  secondes  forces,  on  réduira  d'abord  le  système  à  deux 
résultantes  partielles  Q,  et  Q,,  agissant  en  sens  contrai- 
res, mais  .qui  ne  seront  pas  en  général  directement  op- 
posés. On  aura  pour  les  valeurs  de  ces  résultantes  par- 
tielles : 

Q.=S.P.,      Q,=S.P.; 

et  les  coordonnées  de  leurs  points  d'application  seront 
pour  la  fiorce  Qg,     q*  ■  et  — gp-  , 

pour  la  force  Q„  — ^ —  et  — g— . 

Ces  deux  forces  Q.  et  Q,  se  composeront  ensuite  (  sauf 
le  cas  particulier  où  l'on  aurait  Q,»Q.)  en  une  seule 
résultante  R ,  comme  on  Ta  vu  n"»  32  et  33.  L'on  aura 

R=Q-Q,; 
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d  les  coQrddnnées  X,  Y  du  point  où  b  direction  de  cette 
résultante  rencontrera  le  plan  des  x,y  seront 

^     S.P,j,-S.P.j:.       ^  J  S.P.r.— S.P.j^. 
* Q.-Q.       '      ''-        Q-Q.     ■• 

Nous  aurons  donc  ici ,  c(»nme  dans  le  cas  nrécédent» 
pour  déterminer  la  résultante  cherchée , 

R=S.P,        et        X=— — ,  "TT"' 

pourra  que  dans  les  somipes  désignées  par  S  l'on  donne 
des  signes  contraires  aux  forces  qui  agissent  en  sens 
contraires.  Il  est  visible ,  d'ailleurs ,  que  Ton  doit  égale- 
«nent  donner  des  signes  contraires  aux  coordonnées  x 
et  j^,  suivant  qu'elles  se  trouvent -comptées  sur  les  par- 
ties positives,  ou  sur  les  parties  négatives 'des  axes 
AxyAy. 

38.  On  peut  remarquer  d'ailleurs  que  les  produits 
Px  »  Vy  donnent  respectivement  la  mesure  des  actions 
exercées  par  la  force  P,  pour  faire  tourner  le  système 
autour  de  Taxe  des  y  et  de  l'axe  des.a;,  axes  qui  sont 
perpendiculaires  à  la  direction  de  cette  force.  Us  repré- 
sentent ce  qu'on  nomme  les  moments  de  la  force  P,  pris 
par  rapport  à  ces  axes ,  en  attribuant  ici  au  terme  m4>' 
ment  un  sens  analogue  à  celui  qui  lui  a  été  donné  dans 
le  n"^  3S.  De  même  les  produits  RX,  RY  représentent 
les  moments  de  la  résultante  R ,  pris  par  rapport  aux 
mêmes  axes.  Ainsi ,  Ton  voit  par  ce  qui  précède ,  que  le 
moment  de  la  résultante  d'un  système  quelconque  de 
forces  parallèles  est  toujours  égal  à  la  somme  des  mo* 
Qvmts  des  forces  composantes ,  ces  moments  étant  pris 
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par  rapport  à  une  ligne  quelconque  perpendiculaire  aux 
directions  des  forces. 

De  plus,  la  somme  des  moments  des  forces  pris  par 
rapport  à  un  axe  mené  perpendiculairement  à  leut's  di- 
rections par  un  point  quelconque  de  la  direction  de  la 
résultant*,  est  toujours  nulle. 

39.  A  1  égard  du  cas  particulier  où  les  deux  résul- 
tantes partielles  agissant  en  sens  contraires ,  qui  ont  été 
désignées  par  Q,  et  Q, ,  seraient  égales ,  les  forces  du 
système  sont  alors  réduites  à  un  couple.  Il  ne  peut  donc 
y  avoir  de  résultante  unique.  Le  plan  dans  lequel  agit 
le  couple  est  celui  qui  contient  les  directions  des  deux 
forces  égales  Qi  et  Qi.  La  distance  de  ces  directions  est 

il/(S.P.x,-S.P,J:.)'4^{S.P.:r,--S.P.J'.r, 

et  par  conséquent  le  couple  tend  à  faire  tourner  le 
système  autour  d'un  axe  quelconque  perpendicu- 
laire à  son  plan  avec  une  énergie  mesurée  par  le  mo- 
ment 

V/(S.P,a:.  — S.P.x.)M-(S.Pj^.-S.P,)'  =  U^{S.'Pxy+&.Fjr)\ 

40.  Enfin  l'existence  de  l'équilibre  dans  le  système 
exigeant  évidemment  que  les  deux  résultantes  partielles 
Q,  et  Q,  soient  égales  et  directement  opposées ,  c'est-à- 
dire  que  la  distance  de  ces  deux  directions  soit  nulle, 
les  conditions  de  cet  équilibre  sont  exprimées  par  les  trois 
équations 

S,P=0,  S.Pjr=0,  S.Pj^=0. 

La  somme  des  forces  est  nulle ,  aussi  bien  que  la  somme 
des  moments  des  forces  pris  par  rapport  à  une  ligne 
quelconque  perpendiculaire  à  leurs  directions . 
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Autre  méthode  pour  obtenir  les  résultats  précédents. 

4.1.  On  voit  qu'il  est  indispensable ,  pour  acquérir  une 
connaissance  complète  des  conditions  de  Téquilibre  ej; 
de  la  composition  d  un  système  quelconque  de  forces 
{)arallèles,  d'avoir  égard  aux  cas  où  ces  forces  se  rédui- 
raient à  un  seul  couple  ,  cas  dans  lequel  l'équilibre  est 
impossible ,  et  les  forces  ne  peuvent  être  composées  en 
une  résultante  unique.  La  considération   directe  des 
couples  donne  les  moyens  de   résoudre  d'une  manière 
'très-simple  les  questions  dont  il  s'agit.  Nous  exposerons 
en  premier  lieu  des  notions  générales,  d'après  lesquelles 
on  reconnaît  que  les  couples  peuvent  être  composés  et 
décomposés  d'après  des  lois  analogues  à  celles  qui  con- 
viennent aux  simples  forces.     , 

'  Après  avoir  distingué,  comme  on  l'a  fait  dans  len^So, 
en  quoi  consiste  l'action  d'un  couple ,  on  conçoit  aisé- 
ment qu'à  un  couple  donné  formé  de  deux  forces  op- 
posées P»  dont  les  directions  sont  distantes  de  r^^  on 
peut ,  sans  que  l'action  exercée  sur  le  plan  matériel  soit 
changée ,  substituer  tout  autre  couple  dirigé  d'une  ma- 
nière quelconque  par  rapport  au  premier,  et  formé  de 
deux  forces  opposées  P'  dont  les  directions  sont  distantes 
de^z^',  pourvu  quel'on  ait  seulement  l'égalité  P''Z5>'=P'Z&^, 
et  que  les  deux  couples  tendent  à  faire  tourner  le  plan 
matériel  dans  le  même  sens.Eneûet,  soient  aa,Â&(/î^.  13) 
les  directions  des  forces  P  du  premier  couple ,  et  acCy  hh 
les  directions  des  forces  du  second  couple.  Supposons  les 
forces  P  appliquées  aux  points  a,J  de  leurs  directions. 
On  pouf ra  les  supprime!!  en  les  remplaçant  par  les  com* 
posantes  P',  dirigées  suivant  dd  et  W,  et  par  les  corn- 
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par  rapport  à  une  ligne  quelconque  perpendiculaire  aux 
directions  de»  forces. 

De  plus ,  la  somme  des  moments  des  forces  pris  par 
rapport  à  un  axe  mené  perpendiculairement  à  leut's  di- 
rections par  un  point  quelconque  de  la  directiou  de  la 
résultante,  est  toujours  nulle. 

39.  A  l'égard  du  cas  particulier  où  les  deux  résul- 
tantes partielles  agissant  en  sens  contraires ,  qui  ont  été 
désignées  par  Q,  et  Q^ ,  seraient  égales ,  les  forces  du 
système  sont  alors  réduites  à  un  couple.  Il  ne  peut  donc 
y  avoir  de  résultante  unique.  Le  plan  dans  lequel  agit 
le  couple  est  celui  qui  contient  les  directions  des  deux 
forces  égales  Qi  et  Qi.  La  distance  de  ces  directions  est 

il/(S.P.j:,-S.P.xJ'4.(S.P^.-^.P.^,r, 

et  par  conséquent  le  couple  tend  à  faire  tourner  le 
système  autour  d'un  axe  quelconque  perpendicu- 
laire à  son  plan  avec  une  énergie  mesurée  par  le  mo- 
ment 

V/(S.P,x.  —s.P.xjM-CS.Pj^.-S.P  j' = j/(S.Px)'+(S.Prr. 

40.  Enfin  l'existence  de  l'équilibre  dans  le  système 
exigeant  évidemment  que  les  deux  résultantes  partielles 
Q,  et  Q,  soient  égales  et  directement  opposées ,  c'est-à- 
dire  que  la  distance  de  ces  deux  directions  soit  nulle, 
les  conditions  de  cet  équilibre  sont  exprimées  par  les  trois 
équations 

S.P=0,  S.Pjr=0,  S.P^=0. 

La  somme  des  forces  est  nulle ,  aussi  bien  que  la  wtBflit 
des  moments  des  forces  pris  par  rapport  a  une  ligne 
quelconque  perpendiculaire  à  leurs  directions . 
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^ulre  méthode  pour  obtenir  tes  résultats  précédents. 

41.  On  voit  qu'il  estiDdispensable,  pour  acquérir  une 
■connaissance  complète  des  conditions  de  l'équilibre  ej 
de  la  compositioQ  d'un  système  quelconque  de  forces 
parallèles,  d'avoir  égard  aux  cas  où  ces  forces  se  rédui- 
raient à  un  seul  couple ,  cas  dans  lequel  l'équilibre  est 
impossible ,  et  les  forces  ne  peuvent  être  composées  en 
une  résultante  unique.  La  considération  directe  des 
couples  donne  les  moyens  de  résoudre  d'une  manière 
'très-simple  les  questions  dont  il  s'ai^it.  Nous  exposerons 
en  premier  lieu  des  notions  générales,  d'après  lesquelles 
on  reconnaît  que  les  roupies  peuvent  être  composés  et 
décomposés  d'après  des  lois  analogues  à  celles  qui  con- 
viennent aux  simples  forces. 

'  -Après avoir  distingué,  commeonl'a  faitdans  len''33, 
en  quoi  consiste  l'action  d'un  couple ,  on  conçoit  aisé- 
ment qu'à  un  couple  donné  formé  de  deux  forces  op- 
posées P,  dont  les  directions  sont  distantes  de  ^ïp-,  on 
peut ,  sans  que  l'action  exercée  sur  le  plan  matériel  soit 
changée,  substituer  tout  autre  couple  dirigé  d'une  ma- 
nière quelconque  par  rapport  au  premier,  et  formé  de 
deux  forces  opposées  P'  dont  les  directions  sont  distantes 
de  -a>',  pourvu  quel'on  ait  seulement  l'égalité  P'-ïb-'^P^, 
et  que  les  deux  couples  tendent  à  faire  tourner  le  plan 
ma  tériel  dans  le  même  sens. En  effet,  soientao. Ai  (/(g-.i3) 

it  aa',  bb 
osons  les 
irections. 
r  les  com- 
lea  com- 
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el  41  on  voit  comment  on  peut  composer  plusieurs 
^  couples  quelconques  agissant  dans  des  plans  parallèles. 
Le  couple  résultant  est  placé  dans  un  plan  quelconque 
parallèle  à  ceux  des  couples  composants,  et  son  mo- 
ment est  égal  à  la  somme  des  moments  des  couples  com- 
posants ,  somme  dans  laquelle  on  doit  donner  des  si^eâ 
contraires  aux  moments  des  couples  qui  tendent  à  faire 
tourner  le  système  en  sens  opposés. 

45 .  Considérons  ac tuellemen  t  deux  cou  pies  placés  dans 
des  plans  non  parallèles.  Quels  que  soient  ces  couples 
on  peut  les  ramener  :  1^  à  être  formés  tous  les  deux  par 
des  forces  égales  P  ;  2^  à  ce  que  les  directions  de  l'une 
des  forces  soient  placées  dans  la  commune  intersection 
des  plans  dans  lesquels  ces  couples  sont  placés.  Soient 
AA  {fig.  16)  cette  commune  intersection,  et  AB,  AC  les 
perpendiculaires  à  cette  ligne  qui  mesurent  respecti- 
vement dans  les  plans  des  deux  couples  les  distances 
des  directions  des  forces  P  dont  ils  sont  formés.  Les  mo- 
ments des  deux  couples  proposés  seront  exprimés  res- 
pectivement par  P.  AB  et  P.  AC  ;  l'angle  BAC  sera  l'angle 
des  plans  de  ces  couples.  Cela  posé ,  achevons  le  paral- 
lélogramme dont  AB,  AC  sont  deux  cotés,  et  traçons 
Ifsdeux  diagonales  AD, BG.  Ces  lignes  étant  supposées 
liées  invariablement  entre  elles  et  au  système  dont  les 
cpuples  proposés  font  partie,  on  ne  changera  rien  à  l'état 
de  ce  système  en  plaçant  au  point  D  deux  forces  égales 
el  parsdlèles  aux  forces  Pet  agissant  en  sens  contraires , 
et  BU  point  £  quatre  forces  semblables  qui  se  détruisent 
âeux  à  deux.  Et  si  l'on  supprime  ensuite  les  forces  qui 
se  font  réciproquement  équilibre  sur  les  deux  leviers 
AD,  BC,  il  restera  deux  forces  P  agissant  dans  un  sens 
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opposé  aux  extrémités  de  la  diagonale  AD  ;  c'est-à-dire 
un  couple  situé  dans  le  plan  A  AD,  dont  le  moment  est 
P^AD.  Ainsi  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
sur  les  lignes  qui  représentent  la  direction  des  plans 
des  couples  composants  et  les  moments  de  ces  couples , 
représente  la  direction  du  plan  du  couple  résultant  et.  le 
moment  de  ce  couple. 

fc6.  Cette  proposition  peut  aussi  être  présentée  de  la 
manière  suivante  :  Faction  d'un  couple ,  comme  on  l'a  f 

remarqué  n»  35,  tend  à  faire  tourner  le  plan  dans  lequel 
il  agit  autour  d'un  point  quelconque  pris  dans  ce  plan. 
Plus  généralement,  Faction  d'un  couple  tend  à  faire  tour-  ^  , 
uer  le  système  auquel  il  est  appliqué  autour  d'une  ligne 
droite  quelconque  perpendiculaire  au  plan  du  couple. 
Appelons  une  telle  ligne  Vaxtdu  couple  :  on  pourra  la  « 

placer  où  l'on  voudra  dans  l'espace ,  pourvu  qu'elle  reste 
perpendiculaire  au  plan  du  couple  ;  et  comme ,  par  le 
n^  &3,  un  couple  peut  être  transporté  dans  un  plan  quel-  '  ' 
conque  parallèle  aa  sien  sans  que  l'état  du  système  soH 
changé,  l'action  d'un  couple  est  complètement  définie  * 
quand  on  a  donné  la  direction  de  son  axe  et  la  valeur  dé 
son  moment.  Gela  posé ,  on  voit  aisément,  par  len*  &5  , 
que  si  l'on  prend  deux  lignes  qui  représentent  en  direç-  ' 
tion  les  axes  de  deux  couples ,  et  en  grandeur  leurs  mo- 
ments ,  la  diagoncile  du  parallélogramme  construit  sur- 
ces  deux  lignes  représentera  en  direction  l'axe  dji  couple 
résultant ,  et  en  grandeur  le  moment  de  ce  couple. 

Ainsi ,  les  couples  peuvent  être  composés  et  décom- 
posés suivant  les  mêmes  lois  que  les  forces  ;  et  comme 
ou  peut  toujours  transporter  l'axe  d'un  couple  parallè* 
lement  à  lui-même  dans  un  point  quelconque  de  l'es*- 
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paee ,  OB  Toit  que  les  refiles  exposées  dans  ^article  II 
pour  la  composition  des  forces  appliquées  à  un  point 
matériel  donnent  complètement  la  composition  des 
couples. 

47.  Cherchons  maintenant  les  conditions  de  l'équilibre 
de  plosieurs  forces  parallèles  appliquées  à  un  système 
formé  de  points  matériels  disposés  d'une  manière  quel- 
coc^e  et  dont  les  distances  mutuelles  sont  invariables. 
Représentons ,  comme  dans  le  n*  36,  par  P  l'une  de  ces 
forces,  et  par  x,^les  coordonnées  du  point  où  sa  di- 
rectÎQn  rencontre  le  plan  des  xy  mené  perpendiculai- 
«  rement  aux  directions  de  toutes  les  forces.  Sans  rien 
changer  à  l'état  du  système,  on  peut  appliquer  à  Torigine 
des  coordonnées  deux  forces  égales  à  P  et  agissant  en 
;  f     »  sens  contraires  ;  en  faisant  la  même  chose  pour  toutes  les 

forces,  elles  se  trouveront  remplacées  par  d'autres  forces 
agissant  dans  le  même  sens  qu'efles-mémes ,  appliquées 
à  l'origine,  et  par  des  couples  dirigés  dans  des  plans  pas- 
ton  t  par  l'axe  des  2,  et  dont  l'un  quelconque  des  moments 
'  .     sera  r^résenté  par  P-l/'x'-Hy'. 

L'équilibre  du  système  exigera  donc  en  pretnier  lieu 
que  les  foices  appliquées  à  l'origine  se  détruisent,  ou 
que  Ton  ait 

S.P=0. 

En  second  lieu ,  il  faudra  qu'en  composant  les  cou-* 
pleô  donnés  par  chacune  des  forces,  le  moment  du 
couple  résultant  soit  nul.  Or,  le  couple  donné  par  la 
force  P  peut  être  remplacé  par  deux  autres  agis- 
sant dans  les  plans  des  zx  et  des  zy  parallèlement  aux 
directions  des  forces  proposées,  et  dont  les  moments 
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sont  respectÎTemeni  Px^  Py.  Tous  les  couples  doûûés 
par  les  forces  proposées  peuvent  donc  être  remplacés 
par  deuiL  autres  couples  placés  dans  les  plans  dont  on 
vient  de  parler,  et  dont  les  moments  sont  respective- 
ment S.Pjt,  S.Py.  L'existence  de  l'équilibre  exigeant 
que  le  moment  du  couple  résultant  soit  nul,  tl  faudra 
donc  que  l'on  ait  encore  les  éq[uation8 

S.Pj:=0,  S.Pr=0. 

Il 

Les  trois  équations 

S.P=::0,  S.PX«:0,  S.Pj^==:0, 

expriment  complètement  les  conditions  de  l'équilibre  du 
système.  La  première  apprend  que  la  somme  des  fbtces 
doit  être  nulle.  Les  deux  autres  indiquent  que  la  somme 
des  moments  des  forces  pris  par  rapport  à  deux  axes 
menés  perpendiculairement  à  leur  direction  doit  être 
nulle.  Si  cette  dernière  condition  a  lieu  pour  deux  aMs 
quelconques  perpendiculaires  à  la  direction  des  forces , 
et  non  parallèles  entre  eux ,  elle  subsistera  également 
pour  tout  autre  axe  également  perpendiculaire  à  cette 
direction. 

U.  La  résultante ,  si  elle  existe ,  devant  être  égale  et 
directement  opposée  à  la  force  qui  établirait  l'équilibre 
dans  le  système  ,  on  a  évidemment^  d'après  ce  qui  pré- 
cède ,  en  désignant  cette  résultante  par  R,  et  par  X ,  Y; 
les  coordonnées  du  point  où  sa  direction  coupe  le  plan. 
desxy, 

lt=S.P,      RX=S.Pa?,         RY=S.Pr} 

doù       '  X =?:?:?:      ^^SPr 

R.  R 
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Ainsi ,  lo  la  résultante  est  égale  à  la  somme  des  forces 
composantes;  2*  le  moment  de  la  résultante  pris  par 
rapport  à  un  axe  quelconque  perpendiculaire  aux  di- 
rections des  forces  données  doit  être  égal  à  la  somme 
des  moments  des  forces  composantes  pris  par  rapport 
au  même  axe.  Cette  dernière  condition  aura  lieu  pour 
tous  les  axes  semblables ,  si  elle  subsiste  pour  deux  de  ces 
axes  non  parallèles  entre  çux- 

On  voit  aussi  que  la  somme  des  moments  des  forces 
est  nulle  lorsque  Ton  prend  ces  moments  par  rapport 
à  un  axe  quelconque  mené  par  un  point  de  la  direc- 
tion de  leur  résultante  et  perpendiculairement  à  cette 
direction. 

&9.  Si  l'on  a  R  =0  sans  avoir  en  même  temps  S.PorasO 
et  S.I^TsO,  les  forces  n'auront  pas  une  résultante  uni- 
que :  elles  se  réduiront  à  un  couple  dont  les  couples 
composants  situés  dans  les  plans  zx,  zy  ont  respec->> 
tivement  pour  moments  S.Pa;  et  S.P/. 


Centre  des  forces  parallèles . 

50.  Représentons-nous  les  forces  proposées  dirigées 
parallèlement  les  unes  aux  autres,  et  appliquées  à  divers 
points  formant  un  système  dont  la  figure  est  supposée 
invariable.  En  composant  les  deux  premières  forces  en 
une  seule,  composant  ensuite  la  résultante  des  deux 
premières  avec  la  troisième  force,  et  continuant  de  la 
iliême  manière ,  on  connaîtra  la  résullante  des  forces 
^)roposées  si  elles  en  ont  une ,  et  l'on  déterminera  en 
même  temps  la  grandeur,  la  diret^tion  et  le  point  d'ap- 
plication de  cette  résullante    On  remarquera,  déplus, 
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que  ]a  situation  de  ce  point  d'application  dépend  uni- 
quement des  positions  respectives  des  points  d'applica- 
tion    des  forces   proposées   et   des  intensités  'de  ces 
forces  ,  et  nullement  de  leurs  directions  ;  en  sorte  que 
Ton  pourrait  changer  d'une  manière  quelconque  ces 
directions  pourvu  qu'elles  restassent  toutes  parallèles 
entre  elles ,   en  conservant  d  ailleurs    aux   forces   les 
mêmes  points  d'application  et  les  mêmes  intensités,  sans 
que  le  point  d'application  de  la  résultante  fût  changé. 
Ce  point   d'application  de  la  résultante  se  nomme 
centre  des  forces  parallèles.  Conservons  les  dénomina- 
tions  des    n"**  36  et   suivants,    et  appelons   de   plus 
z',z'\z"\  etc.  les  distances  des  points  d'application  des 
forces  PjP'jP",  etc.  au  plan  des  xy-,  et  Z  la  distance  du 
point  d'application  de  la  résultante  au  même  plan.  Il  est 
visible ,  d'après  les  no*  37  et  39,  que  la  position  de  ce 
point  est  déterminée  par  les  trois  coordonnées 

^""sT'  S.P'       ^~T¥' 

puisque  le  centre  des  forces  parallèles  étant  toujours 
placé  sur  la  direction  de  la  résultante ,  les  valeurs  des 
coordonnées  qui  déterminent  cette  direction  lorsqu'on 
suppose  successivement  les  forces  dirigées  parallèlement 
aux  trois  axes  des  z,  desjr  et  des  x,  doivent  appartenir 
au  point  dont  il  s'agit. 

51.  La  somme  des  moments  des  forces,  pris  par  rap- 
port à  un  axe  quelconque  mené  perpendiculairement  à 
leurs  directions  par  le  centre  des  forces  parallèles,  est 
toujours  nulle.  Ainsi  les  forces  ne  tendent  pas  à  faire 
tourner  le  système  en  aucun  sens  autour  de  ce  point. 
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Le  système  serait  donc  en  équilibre  si  le  point  dont  il 
s'ftgit  devenait  fixe,  quelles  que  fussent  d'ailleurs  les 
directions  des  forces  parallèles  par  rapport  aux  parties 
de  l'espace. 

5â.  Si  le  système  des  forces  se  réduisait  à  un  couple  , 
le  centre  des  forces  parallèles  n'existerait  plus. 

53.  Si  toutes  les  forces  désignées  par  P  étaient 
égales  entre  elles,  les  expressions  dun"  50  deviendraient 

/i  n  ^  n^ 

en  appelant  n  le  nombre  des  forces.  Le  point  auquel  ap* 
partiennent  les  coordonnées  X,T»  Z  ne  dépend  alors 
que  des  positions  respectives  des  points  d  application. 
On  le  nomme  ccntie  des  moyennes  distances ,  et  la  dé- 
termination de  ce  point  devient  une  recherche  de  pure 
géométrie. 

IV.  Composition  £T  ÉQUILIBRE  de  plusieurs  forces  dirigées 

ARBITRAIREMENT   ET    APPLIQUÉES    A    UN    SVSTÈME    DE   POINTS 
MATÉRIELS  ASSUJETTIS  ENTRE  EUXd'unE  MANIÈRE  INVARIABLE. 

51k.  Considérons  un  système  formé  de  plusieur-. 
points  matériels  assujettis  entre  eux  d'une  manière  in> 
variable ,  auxquels  sont  appliquées  des  forces  dirigées 
d*une  manière  quelconque.  Soient,  P  la  valeur  de  Tune 
de  ces  forces  exprimée  en  unité  de  poids  ;  x^y^  z  les  trois 
coordonnées  rectangulaires  de  son  point  d'application  ; 
«5  <(,  7  les  angles  que  sa  direction  forme  respectivement 
âvec  les  axes  des  ot^  des  y  et  deâ  z,  La  question  consiste: 
i**  à  composer  toutes  les  forces  P  en  une  résultante  uni- 
que ,  si  cela  est  possible ,   ou  du  moins  à  réduire  le 
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système  an  plas  petit  nombre  de  force»  qu'on  le 
pourra  ;  2«  à  exprimer  les  conditions  nécessaires  pour 
que'  les  forces  dont  il  s'agit  se  fassent  matuellement 
équilibre. 

Supposons ,  en  premier  lieu ,  le  système  des  forces 
proposées  en  équilibre ,  et  proposons-nous  d'exprimer 
les  conditions  de  cet  équilibre.  Admettons  que  «bacune 
des  forces  P  ait  été  décomposée  en  trois  forces  P  cos.  « , 
Pcos,6,  Pcos.7»  respectiTement  parallèles  aux  trois 
axes  des  x  »  des  j^  et  des  z.  L'équilibre  du  système  ne 
sera  pas  altéré  si  l'on  applique  à  l'origine  descoordmi^ 
nées  dans  des  directions  parallèles  aux  forces  Pcos.a, 
Pcos.€,  Pcos.y,  deux  forces  respectirement  égales  à  cha* 
cune  de  celles-ci  et  opposées  l'une  à  l'autre.  On  aura 
alors,  au  lieu  du  système  proposé,  l»  un  système  de 
forces  appliquées  à  l'origine  des  coordonnées  et  dirigées 
dans  le  sens  des  trois  axes;  2®  un  système  de  cou- 
ples formés  par  des  forces  dirigées  parallèlement  à  ' 
ces  axes. 

On  Yoit  en  premier  lieu  que  l'équilibre  de  ce  système 
exige  que  les  forces  appliquçes  à  l'origine  se  détruisent 
réciplt>qaement^  ou  que  leur  résultante  soit  nulle  :  ce 
qui  donne  lea  trois  équations 

S.lfcos.a=0,  S.Pcos.e=0,  S.Pcos.7=0. 

Il  faudra  en  second  lieu  que  tous  les  couples  produits 
par  cbacune  des  forces  Pcos.tt,  Pcos.6,  Pcos.7  se  détrui- 
sent entre  eux,  ou  que  le  moment  du  couple  résultant 
soitnul.  Or  le  couple  produitpar  la  force  P  cos.a,  dont  le 
moment  est  Pcos.3t.|/y*-4-j3',  peut  être  remplacé  par 
deux  autres  couples  agissant  dans  les  plans  des  xy  et 
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desj'z,  doBt  les  moments  seront  P/cos.«,  etPjrcos.a^ 
Le  couple  produit  par  la  force  Pcos.6,  dont  le  moment 
est  P  cos.€|/a:'+z*,  peut  être  remplacé  par  deux  autres 
couples  agissant  dans  les  plans  des  xy  et  desjrZf  dont  les 
moments  seront  P»rcos.6  et  Pzcos.g.  Enfin  le  cou- 
ple produit  par  la  force  Pcos.y,  dont  le  moment  est 
Pcos.y.y^x'+y,  peut  être  remplacé  par  deux  autres  cou- 
ples agissant  dans  les  plans  des  x^  et  desjrz,  dont  lesmo» 
ments  seront  Pxcos.y  et  P/cos.y.  Au  moyen  de  cette 
décomposition ,  tous  les  couples  seront  remplacés  par 
d'autres  qui  agissent  dans  les  trois  plans  coordonnés. 
Ceux  qui  sont  dirigés  dans  le  plan  des  ordonneront  en 
les  composant  un  couple  résultant  partiel  dont  lemomejrit 
sera  S.P(j^cos.« — arcos.6);  ceux  qui  sont  dirigés  dans  le 
plan  des  xz  en  donneront  un  dont  le  moment  sera 
S.P(j:cos.7 — ^zcos.a);  et  ceux  qui  sont  dirigés  dans  le 
plan  des  ^z  en  donneront  un  dont  le  moment  sera 
S.P(zcos.6 — j^cos.y).  Les  expressions  précédentes  sont 
écrites  en  supposant  que  l'on  prenne  positivement  les 
moments  des  couples  qui  tendent  à  faire  tourner  le  sys- 
tème dans  le  seps  de x  vers  z,  de  z  vers  jr,  dey  vers  x, 
et  négativement  les  moments  des  couples  qui  tendent  à 
le  faire  tourner  dans  le  sens  opposé.  Les  trois  couples 
se  composeront  en  un  seul ,  dont  le  moment  ne  peut 
être  nul ,  h  moins  que  chacun  des  moments  des  couples 
composants  ne  soit  nul ,  ce  qui  donne  les  trois  équations 

S.P(^co8.a — a:cos.6)=0,      S.P(xcos.7 — scos.a)^0 

S.P(zcos.6 — -j^cos.7)=0, 

lesquelles,  réunies  aux  précédentes,  expriment  complé-r 
tement  les  conditions  de  l'équilibre  du  système. 
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SH.  Ces  trois  dernières  équations  peuvent  être  écrites 
tl'une  manière  plus  simple. Désignons  respectivement  par 
p,gf,rles  plus  courtes  distances  de  Ta  direction  de  la  force 
P  aux  axes  des  ar,  des  j-  et  des  z.  Soit  nip^fig.  16)  la 
projection  de  la  direction  de  la  force  P  sur  le  plan  ver- 
tical àtsyz  :  la  plus  courte  distance />  de  cette  direction 
à  Taxe  des  x  se  projettera  sur  le  même  plan  en  Ap  per- 
pendiculaire à  mp.  On  reconnnaitra  facilement  dail« 
leurs  que  la  direction  de  la  force  P  formant  avec  le 
plan  des  yz  un  angle  complément  de  a ,  Fangle  com- 
pris entre  sa  projection  mp  et  Taxe  des  y  a  pour  cosi- 

UU8-: — ^;  et  que  Fangle  compris  entre  cette  même  pro- 

COSb*/ 

jection  et  l'axe  des  z  a  pour  cosinus — —.  Donc  on 

sÎD.a 

aura 

COS.ê  COS.  7 

p^z.-i y,  -: . 

sm.a  sm.a 

On  trouvera  de  la  même  manière 

COS.7  cos.oe  ■  cos.a  COS. 6 

q^x.-. «-r-T,  et  r=^.-: x.-, . 

sm.a  sin.€  sm.y  sm.7 

Les  trois  équations  dont  il  s'agit  peuvent  donc  se  changer 
«n 

S.P/»in.a=:0)         S.P^sin.êssO,         S.]^rsin.7G=0. 

Les  trois  équations 

S.Pcos.a=0,     S.Pcos.SasO,     S.Pcos.7=0, 

se  rapportent  à  Yéquïlibre  de  translation.  Elles  expri- 
ment que  la  sotnme  des  forces  proposées  estimées  paral- 
lèlement aux  trois  axes  est  nulle;  et  par  conséquent 
que  la  somme  de  ces  forces  estimées  parallèlement  à 
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une  ligne  quelconque  est  également  nulle.  Les  trois 
autres  équations  se  rapportent  à  l'équilibre  dé  rotation. 
Elles  expriment  que  la  somme  des  moments  des  forces 
pris  par  rapport  à  chacun  des  trois  axes ,  moments  qui 
mesurent  l'énergie    avec  laquelle  les  forces  tendent  à 
faire  tourner  le  système  autour  de  ces  axes  est  nulle  » 
et  Ton  en  conclut  que  la  somme  des  moments  des  for  - 
ces  pris  par  rapport  à  une  ligne  quelconque  sera  égale- 
ment nulle. 

56.  Admettons  en  second  lieu  que  le  système  des 
forces  proposées  ne  soit  pas  en  équilibre.  Elles  peuvent 
alors  se  réduire  à  une  force  unique  qui  en  est  la  résul* 
tante ,  ou  une  telle  réduction  est  impossible.  Si  elles  se 
réduisent 'à  une  force  unique,  on  établira  l'équilibre 
dans  le  système  en  appliquant  une  force  égale  et  direc- 
tement opposée  à  cette  résultante.  Donc  en  désignant 
celle-ci  par  R,  par  a,byC  les  angles  que  sa  direction 
forme  avec  les  axes,  et  parX,  Y,  Z  les  coordonnées  de 
son  point  d'application ,  on  au^^  les  six  équations 

S.  Pcos .  a — ^Rcos  ,a=0, 

S.Pcos.6 — Rcos.6=0 , 

S.  Pcos.  7 — Rcos.c=0 , 
S.P(^cos.a — ^jTcos.Ç) — R(Ycos.a — ^Xcos.ft)=0. 
S.P(jreos.7 — 2 COS. a) — R(Xcos.c — ^Ycos.a)=0  , 
^S.P(z  C0S.6— ^cos.7)  — ^R(Zco$.A — yc50S,c)==0; 

dont  les  trois  premières  donnent 


R=r|/(S.Pcos.a)'+(S.Pco8.6)'+(S.Pcos.7)' 


èos.atzz 


__S^co8.a 
R 


cos.fc= 


s. Pcos. € 


cos.r  = 


S.PCO8.7 
R 


"*• 


fl 
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€t  les  trois  autres 

S.P(^cos.a— xcos.S) — Y.S.Pcos.a-+-X.S.Pco8.^t=rO 
S.P(a7cos.7 — zcos.a) — X.S.Pcos.7-hZ.S.PcO5.a=0 
S.P(zcos.6— ^cos.y) — Z.S.Pcos.6+Y.S.Pcos.7=0. 

Ces  dernières  équations  ne  peuvent  déterminer  les  coor- 
données X,Y,Z.  En  les  éliminant  on  trouve  l'équation 
de  condition 

0  =  S.Pcos.a.S.P(i  COS.6— j^cos.7) 
4-  S.Pcos.6  S.P(jrcos.Y — zcos.a) 
+  S.Pcos.7.S.P(^cos.a — j:cos.6) 

qui  doit  être  vérifiée  pour  que  les  trois  équations  dont  il 
s'agit  puissent  subsister  ensemble ,  et  appartenir  aux 
projections  d'une  même  ligne  droite  qui  sera  la  direction 
de  la  résultante  des  forces  du  système. 

57.  Si  l'équation  de  condition  précédente  n'est  point 
vérifiée ,  les  forces  proposées  ne  peuvent  se  réduire  à  une 
résultante  unique.  Mais  elles  se  trouvent  réduites  par 
le  n°  5^  À  une  force  appliquée  à  l'origine ,  qui  est  la  ré- 
sultante des  forces  S. P  cos.a,  S.P  cos.€,  S.P  cos.7  dirigées 
suivant  les  axes  des  x ,  des  jr  et  des  ^  ,  et  à  un  couple 
unique  qui  est  le  couple  résultant  des  trois  couples  agis- 
sant dans  les  plans  des  xy,  des  xz  et  des  j-z ,  dont  les 
moments  sont  respectivement 

S-P(^cos.a— xcos.6),       SP(j:cos.7— zcos.a), 
S.P  (aoos.C-r-^cos.7). 

Or  on  peut  composer  la  force  appliquée  à  l'origine  avec 
une  des  forces  du  couple  :  ainsi  le  système  peut  toujours 
être  réduit  à  deux  forces  seulement. 

58.  La  considération  de  la  force  et  du  couple  dont 


-  48  - 

il  s'agit  peut  d'ailleurs  faire  reconnattre  immédiatement 
la  condition  analytique  à  laquelle  il  faut  satisfaire  pour 
que  les  forces  proposées  se  réduisent  à  une  résultante 
unique.  En  effet  cette  réduction  aura  lieu  si  la  direction 
de  la  force  est  comprise  dans  le  plan  du  couple ,  ou  si 
la  direction  de  la  force  est  perpendiculaire  à  Taxe  du 
couple ,  condition  qui  est  exprimée  par  Téquation  obte- 
nue  ci -dessus. 

59.  On  peut  remarquer  aussi  que  les  trois  dernières 
équations  posées  n*"  56  peuvent  s'écrire 

S.Pcos.a(^— Y)— S.Pcos.€(:c— X)=0  , 
S.Pcos.6  (x— X)— S.Pcos.a(z— Z)  =0  , 
S.PCO8.7  (z— Z)— S.Pcos.vCr— Y)=0; 

elles  expriment  visiblement  que  la  somme  des  moments 
des  forces  du  système  pris  par  rapport  à  trois  axes  paral- 
lèles aux  axes  des  z,  desy  et  des  Xj  menés  par  le  point 
dont  les  coordonnées  sont  X»Y,Z  est  nulle.  Or  cette  pro* 
priété  doit  subsister  pour  un  point  quelconque  de  la 
direction  de  la  résultante,  si  ceâte  résultante  existe. 
Donc  il  y  aura  une  résultante  unique  si  ces  trois  équa- 
tions peuvent  être  vérifiées  par  les  mêmes  valeurs  des 
trois  coordonnées  X,Y,Z. 

Cas  ou  toutes  les  forces  appliquées  au  système  sont  dirigées 

dans  un  même  plan, 

60.  En  prenant  pour  plan  des  xy  le  plan  des  direc- 
tions des  forces ,  il  est  visible,  d'après  ce  qui  précède, 
que  les  conditions  de  l'équilibre  seront  données  par  les 
seules  équations 

S.Pcos.a=0,  S.PcO8.6=s:0, 


^_Jl 


^iprimant  qae  la  résultante  des  forces  est  nulle  ;  et 

S.P  (j^COS.a — ^JX»)8.$  =  0 , 

•  «- 

exprimant  que  le  moment  du  couple  résultant  est  égà^ 

lement  nul.  Cette  dernière  équation  peut  être  remplacée 

par  la  suivante  : 

S.Pp=0, 

oùpdésigûela  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  l'origine  des  coordonnées  sur  la  direction  de  la  force 
P ,  et  dans  laquelle  on  doit  donner  aux  moments  Vp  des 
signes  différents ,  suivant  le  sens  dans  lequel  les  forces  P 
tendent  à  faire  tourner  le  système  autour  de  l'origine 
dés  coordonnées. 

61 .  On  reconnatt  également  que  l'on  a,  pour  la  déter- 
mination delà  résultante  y  les  conditions 

S.Pcos.oe — ^Rco8.a=0  ,      S.Pcos.6— Rcos.ô  =  0, 

d'où 

R  =  |/(S.Pcos.a)"+(S.Pcos.ê)*, 

S.Pcos.a  _      S.Pcos.6 

cos.a  =  — — ,    COS. 6=  — 5— 

et 

S.P(^cos.a— a:cos.6)— Y.S.Pcos.a-l-X.S.Pcos.6  =  0. 

Des  forces  quelconques  agissant  dans  un  plan  se  ré^ 
duisent  toujours  à  une  force  unique  déterminée  par  ces 
équations,  à  Texception  du  seul  cas  où  Fou  aurait 
SPcos.  a=sO  et  SPcos.6  =  0,  «e  qui  donnerait  R=0. 
Les  forces  se  réduisent  alors  à  un  couple  dont  le  mo 
ment  est  S.P(jrcos.a— a:cos.6),ouS.Pp. 
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Conditions  dé  ViquiUbw  lonqu'H  exàiiê  mnpoini  fijee  mil'' 
tour  duquel  le  système  peut  tourner  UJbrement  dam  tous 
les  sens, 

62.  Admettons  que  Forigine  des  coordcnmées  soit 
placée  dans  le  point  fixe  ,  et  supposons  comme  dans  le 
n*  &k  que  chacune  des  forces  Pcos.  a,  Pcos.€,  Pcos.7  ait 
été  remplacée  par  une  force  égale  appliquée  à  Torigine 
et  par  un  couple.  Les  forces  appliquées  à  l'origine  étant 
ainsi  détruites  parla  résistance  du  point  fixe ,  le  système 
ne  pourrait  plus  se  mouvoir  que  par  l'effet  de  l'action 
des  couples.  L'équilibre  subsistera  donc  si  le  moment 
du  couple  résultant  est  nul ,  c'est-à-dire  si  l'on  a  les  trois 
équations 

S.P(^C08.a — JXOS.S)  =0,  S.P(jXOS.7— «OOS.a}=:0, 

S.P(«COS.6-;^C08.7)  =0 

Ainsi ,  un  système  dans  lequel  il  existe  un  point  fixe  c;st 
en  équilibre  lorsque  la  somme  des  moments  des  forces 
pris  par  rapport  à  trois  axes  quelconques  passant  par 
le  point  fixe  est  nulle. 

63.  L'effort  exercé  sur  le  point  fixe  est  la  force  résul-^ 
tante  des  trois  forces 

S.Pcos.x,        S.Pcos.S,        S.Pcos.7 

qui  sont  dirigées  respectivement  dans  le  sens  de  YdXp 
des  X,  de  l'axe  des^  et  de  l'axe  des  z. 

Conditions  de  Véquilibre  lorsqu'il  existe  dans  le  système 

deux  points  fixes. 

6ii^.  Nous  admettrons  ,  pour  plus  de  simplicité,  que 
l'origine    des   coordonnées    est    placée  dans  Tun   des 


■^  Si  -^ 

fMliBt»  fixes ,  et  <{ue  Fase  des  x  ^est  la  ligné  droite 
qui  joint  €68  deun'  poiats.  Leur  distance  sera  repré^ 
smtée  par  a. 

Si  le  système  est  en  équilibre ,  ou  ces  forces  se  détruis 
9eùt  entre  elles ,  cas  dans  lequel  leurs  valeurs  vérifient 
les  six  équations  du  n°  ih  ;  ou  ces  forces  soht  détruites 
par  la  résistance  des  points  fixes ,  et  dans  ce  dernier  cas 
les  six  équations  dont  il  s'agit  doivent  être  vérifiées 
lorsque  Ton  comprend  dans  le  système  des  forces  égales 
et  directement  opposées  aux  eflorts  exercés  sur  les  points 
fixes.  D'après  cela,  si  nous  désignons  par  E,F,G  les 
trois  composantes  dans  le  sens  de  l'axe  des  x ,  de  Faxe 
des/  et  de  l'axe  ^es  ^  dç  l'effçirt  exercé  sur  le  premier 
point  fixç  placé  dans  Tongicie des  coordonnées;  et  par 
E',F',G'  les  trois  composante^  de  l'effort  exercé  sur  le 
second  point  fixe  placé  dans  l'axe  des  x  à  la  distance  a  du  , 
premier  ;  on  aura  évidemment 

S.Pcos.a— E— F=0      et      S.P{^cos.a— jrc0s.6)-fJP'ûf  =  0 
S.Pcoa.6— F— ?'a=j(|  S.P(jrcos,7--$cp8.<?)  — G'^ï=  0 

S.Pcos.7— G— G'=0  S.P(z  cos.e— ^cos.7)  =0 . 

Quelles  que  puissent  être  lç$forcj6&  proposées ,  on  pourra 
toujours  trouver  des  valeurs  deE,F,G,  E',F',G',  qui  sa- 
tiafasiteiit  ^vuf,  mnq  premières  équations.  La  seule  condi- 
iiofli  nécessaire  pour  que  Péqpilihre  subsiste  ^st  donc  ex-* 
primée  ici  par  l'équation 

S.P(zcos.6— ^cos.7)  =  0, 

qui  doit  être  vérifiée  par  les valeiirs  des  forces  ;  d'où  Ton 
conclut  que  le  moment  de  rotation  des  forcés  pris  par 
rapport  à  Taxe  pas^nt  par  le^deux  pQi;itsfi^e$doit  ^voir 
une  valeur  nulle.  * 


65.  Quand  il  existe  deux  pointe  fixes ,  le  système  né 
peut  plus  cfue  tourner  autour  de  la  ligne  droite  passant 
par  ces  deux  pointe  :  Téquation  précédejute  exprime 
que  les  forces  ne  tendent  pas  à  produire  un  tel  mouve- 
ment. Mais  si  l'on  ne  supposait  pas  que  les  deux  pointe 
dont  il  s'agit  fussent  ^entièrement  fixes ,  mais  seulement 
qu'ils  ne  peuvent  sortir  d'une  même  ligne  droite  don- 
née, il  faudrait  alors  attribuer  une  valeur  nulle  aux 

'eomposantes  désignées  ci-dessus  par  E  et  E'.  Ainsi ,  l'é- 
quilibre du  système  exigerait ,  outre  l'équation  précé- 
dente ,  l'équation 

S.Pcos.a==0^ 

qui  exprime  que  la  somme  des  composantes  des  forces 
dans  le  sens  de  l'axe  de  rotation  a  une  valeur  nulle. 

66.  -La  première  équation  du  n""  Gh  donne 

E+E'=S.PcOS.a; 

et  les  quatre  équations  suivantes , 

,         S.Pt^'cos.flr— xco^.6)  S.P|ycos.6— (j: — a)cos.€'l 

a  a 

,         S.P(axîos.7— «C05.a)  -,         S.P[(a: — â)cos.7 — zcos.a] 

a  a 

Ainsi  y  les  valeurs  distinctes  des  deux  efforte  E,E'  di- 
rigés dans  le  sens  de  la  ligne  qui  joint  les  deux  pointe 
fixes  ne  peuvent  être  déterminées  :  on  connaît  seules 
ment  la  somme  de  ces  efforts.  Quant  aux  efforte  exercés 
perpendiculairement  à  cette  ligne,  ils  sont  entièrement 
déterminés  par  les  équations  précédentes  pour  chacun 
des  deux  pointe  fixes. 

67.  Lorsque  toutes  les  forces  du  système  sont  diri- 


* 
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gées  dans  d^s  plans  perpendiculaires  à  la  ligne  qui  joint 
les  deux  points  fixes,  les  termes  contenant  cos.a  sont  nuls, 
et  Ton  a 

«    ^/  «/     S.Pxcos.ê  _      S.P(a — x)cos.6 

^  a  a 

_,      S.Pj:cos.7  ^      S.P(a— a:)cos.7 

Cjr  =  — — H bras 

a  a 

Il  n'existe  plus  d'efiort  dans  le  sens  de  la  ligne  qui  joint 
les  deux  points  fixes  ;  et  les  efforts  dirigés  perpendicu- 
lairement à  cette  ligne  sont  les  mêmes  qui  auraient  eu 
lieu  si  les  forces  du  système,  sans  qu'on  les  sortit 
des  plans  où  elles  sont  situées ,  étaient  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes  et  appliquées  à  la  ligne  dont 
il  s'agit. 

68.  S'il  existait  dans  le  système  trois  ou  un  plus  grand 
nombre  de  points  fixes  ,  l'équilibre  aurait  toujours  lieu, 
quelles  que  fussent  les  forces  appliquées  à  ce  système. 
Quant  aux  valeurs  des  efforts  exercés  sur  les  points 
fixes ,  elles  sont  alors  en  général  indéterminées.  Néan- 
moins ,  comme  les  efforts  dont  il  s'agit ,  pris  en  sens 
contraires  et  réunis  aux  forces  du  système ,  doivent  tou- 
jours vérifier  les  six  équations  de  l'équilibre  du  n*  5& , 
cette  condition  établit  dans  chaque  cas  particulier  des 
limites  entre  lesquelles  ces  valeurs  sont  nécessairement 
comprises. 

L'indétermination  dont  on  vient  de  parler  est  un  ré- 
sultat nécessaire  de  l'hypothèse,  d'uoe  rigidité  parfaite 
dans  les  parties  constituantes  du  système ,  ou  de  l'inva- 
riabilité absolue  de  la  figure  formée  par  les  points  ma-, 
tériels  auxquels  les  forces  sont  appliquées.  Cette  hypo- 
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thèse  est  une  abstraction  purement  mathémati^e  qu'il 
est  nécessaire  de  faire  pour  présenter  avec  simplidié 
les  théories  de  l'équilibre ,  mais  qui  ne  s'accorde  pas 
exactement  avec  les  effets  naturels.  Dans  la  réalité ,  la 
figure  naturelle  d'un  corps  s'altère  toujours  un  peu 
lorsqu'il  est  soumis  à  l'action  de  diverses  forces  ;  et  les 
conditions  de  ces  changements  qui  dépendent  de  la 
nature  physique  du  corps ,  jointes  aux  lois  générales 
de  Téquilibre ,  donnent  toujours  tout  ce  qui  est  néces- 
saire pour  déterminer  complètement  l'état  du  système  , 
état  dont  il  est  évident  qu'aucun  élément  ïie  peut  jamais 
demeurer  indéterminé  et  arbitraire. 

Conditions  de  V équilibre  dans  le  cas  ok  un  corps  soUdm 
soumis  à  V action  de  diif erses  forces  s* appuie  par  un  oUf 
plusieurs  points  contre  des  surfaces  fixes  données. 

69.  Supposons  d'abord  que  le  corps  solide  s'appuie 
par  un  seul  point  contre  une  surface.  Ce  point  ne 
pourra  se  mouvoir  dans  le  sens  de  la  normale  à  la  sut^ 
face;  mais  il  pourra  se  mouvoir  dans  une  direction  quel- 
conque perpendiculaire  à  cette  normale;  et  de  plus, 
le  corps  pourra  tourner  autour  d'une  ligne  quelconque 
passant  par  le  poiAt  dont  il  s'agit.  D'où  Ton  conclut 
que  l'équilibre  exige  :  1*  que  les  forces  appliquées  au 
corps  solide  puissent  se  réduire  à  une  résultante  uni- 
que; 2*  que  la  direction  de  cette  résultante  coïïicide 
avec  la  direction  de  la  normale  à  la  surface  menée  au 
point  d'appui.  Il  est  visible  d'ailleurs  que  le  sens  de 
l'action  de  la  résultante  doit  être  tel  qu'elle  tende  à 
appuyer  le  corpa  contre  la  surface,  et  non.  à  l'en 
écarter. 
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70.  Si  le  corps  solide  s'appuie  par  deui  points  contre 
une  surface»  Féquilibre  subsistera  si  Ton  peut  faire 
colàcider  kl  directions  des  deux  forces  auxquelles  les 
ftArces  proposées  peuvent  toujours  être  réduites»  ayec 
les  deux  normales  à  la  surface  menées  aux  points 
d'appui.  Et  si  les  forces  proposées  se  réduisent  à  une 
résultante  aniqfie,  il  sera  nécessaire  que  ces  deux 
normales  soient  situées  dans  un  même  plan ,  qui  cou* 
tienne  également  la  direction  de  la  résultant^,  et  se 
irencontrent  en  un  point  qui  appartient  à  cette  direc-  ' 
tion.  il  faut  d'aiiHeurs.  comme  dans  le  cas  ptécédent, 
que  1^  forces  tendent  à  appuyer  le  corps  contre  la  sur- 
face, et  non  à  l'en  écarter, 

'  71.  Si  te  corps  solide  s'appuie  par  trois  points  contre 
ane surface,  on  doit  considérer  que  la  résistance  delà 
surface  équivaut  à  trois  forces  dirigées  suivant  les  nor* 
maies  menées  aux  points  d'a|rpui,  et  auxquelles  on 
peut  attribuer  des  valeurs  quelconques  en  fixant  conve* 
naUffliient  le  sens  de  leur  action.  Si  l'on  peut  former 
avec  trois  semblables  forces  un  système  qui  détruise 
complètement  le  système  des  forces  proposées ,  l'équi- 
libre demaiidé subsistera.  Par  conséquent,  lorsque  les 
forces  proposées  se  réduisent  à  Ufie  résultante  unique , 
l'équilibre  ne  peut  subsister  à  moins  que  les  trois  nor- 
males à  la  surface  ne  se  coupent  en  uu  même  point  situé 
sur  la  direction  de  cette  résultante ,  ou  à  moins  que 
ces  trois  normales  ne  soient  parallèles  entre  elles  et  à  la 
direction  de  la  résultante.,  ces  quatre  lignes  étant  diri- 
gées dans  un  même  plan ,  et  la  direction  de  la  résul- 
tante étant  comprise  dans  l'intervalle  des  normales 
dont  il  s'agit. 
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V.  Centres  de  gravité. 

7â.  Dans  les  applications  de  la  mécanique  aux  tra-. 
vaux  des  arts ,  la  gravité  ou  la  force  qui  attire  toua 
les  corps  vers  le  centre  de  la  terre ,  est  regardée  comme 
agissant  suivant  des  directions  parallèles  à  la  verticale , 
c*est-à-4lire  k  la  direction  du  fil  à  plomb  ,  ou  de  la  per^ 
pendiculaire  à  la  surface  des  eaux.  De  plus ,  cette  force 
est  supposée  constante ,  c'est-à-dire  exerçant  toujours 
sur  chaque  partie  des  corps  une  action  dont  l'intensité 
est  toujours  la  même.  En  effet ,  les  dimensions  des  corps 
qui  sont  l'objet  de  nos  calculs ,  ou  les  espaces  qu'ils  par- 
courent dans  leurs  mouvements,  sont  en  général  trop 
petits  pour  qu'il  soit  nécessaire  d'avoir  égard  au  chan-* 
gement.  de  direction  de  la  gravité,  ou  aux  variations 
que  subit  (comme  on  le  verra  dans  la  suite)  l'intensité  de 
cette  force.  Ainsi  les  notions  présentées  dans  l'artide 
précédent  s'appliquent  inunédiatement  aux  actions 
exercées  par  la  gravité  sur  divers  corp^,  ou  sur  les  par- 
ties d'un  même  corps. 

73.  Considérons  en  premier  lieu  un  système  formé 
de  plusieurs  points  matériels  pesants  »  assujettis  entre 
eux  d'une  manière  invariable.  Les  poids  respectifs  de 
ces  points  matériels  sont  autant  de  forces  verticales ,  et 
par  conséquent  parallèles  entre  dlies,  par  lesquelles 
ils  sont  sollicités.  Si  nous  désignons  par  P  l'un  quelcon- 
que de  ces  poids,  et  par  x^y,  z  les  distances  du  point 
matériel  à  trois  plans  rectangulaires,  les  distances 
X,  Y,Z  du  centre  des  forces  parallèles  aux  mêmes 
plans  seront  exprimées  d'après  le  n**  50  par  les  for- 
mules 
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,        SJ^  S.P^  S.Pz 

Quand  il  s'agit  de  poids ,  le  centre  des  forces  parallèles 
prend  le  nom  de  centre  de  gravité.  Ainsi  les  expres- 
sions précédentes  présentent  les  coordonnées  du  centre 
de  granité  de  plusieurs  points  matériels  pesants ,  ex- 
primées en  fonction  des  coordonnées  de  ces  points  maté- 
riels ,  et  de  leurs  poids  respectifs. 

7(<.  La  position  du  centre  de  grayité  relativement 
'aux  parties  du  système  demeure  la  même,  quelle  que 
soit  la  situation  du  système  dans  l'espace.  Ce  système 
serait  en  équilibre  si  le  centre  de  gravité  devenait  fixe. 
Les  poids  de  tous  les  points  matériels  sont  donc  soute- 
nus lorsque  l'on  soutient  le  centre  de  gravité ,  comme 
si  toutes  les  parties  du  système  étaient  concentrées  dans 
ce  point. 

75.  Si  au  lieu  de.  considérer  un  système  de  points 
matériels  pesants  on  considère  un  systèoDie  formé  de 
plusieurs  corps  solides  qui  ont  de  l'étendue ,  on  pourra 
lui  appliquer  les  formules  du  n®  73.  Les  coordonnées 
Xjj,  z  appartiendront  respectivement  aux  centres  de 
gravité  de  chacun  de  ces  corps,  et  X,T,Z  seront  \ei 
coordonnées  de  leur  centre  de  gravité  commun. 

76.  Les  mêmes  principes  s'appliquent  à  la  recherche 
du  centre  de  gravité  commun  des  parties  d'un  même 
corps.  En  général  un  corps  n'est  pas  homogène ,  en  sorte 
que  ses  parties  n'ont  pas  toutes  la  même  densité,  ou 
n'ont  pas  toutes  le  même  poids  sous  le  même  volume. 
Supposons  les  positions  des  divers  points  du  corps  rap- 
portées à  trois  plans  rectangulaires  au  moyeu  des  coor- 


-  58  - 

données  j^,  y,  z.  Nous  désignerons  pat  ^  le  poids  que 
les  parties  du  corps  présenteraient  sous  l'unité  de  to- 
lume  dans  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  jr,  z»  et 
par  P  le  poids  tolal  du  corps.  Le  poids  de  Télément  du 
volume  dx.dy.dz  qui  est  placé  dans  ce  point  sera  donc, 
exprimé  par  ^Sitdx.dj.dz\  et  les  moments  de  ce  poids 
pria  par  rapport  aux  trois  axes  le  seront  respectivement 
par  nstx^dx.dy.dz^  f^»dx,dy,dzy  i^z.dx,dy.dz. 
Ainsi,  nommant  P  le  poids  total  du  corps ,  et  X,Y,Z  les 
coordonnées  du  centi'e  de  gravité ,  nous  avons ,  confor- 
mément aux  principes  exposés  dans  les  articles  XXVIIl 
et  XXIX  des  Leçons  d^ Analyse  , 

P  :*«  fdxfdyfdz.^ , 

^  _  fdx.xjdyfdz^^ 
^=  p 

fdxfdy.yfdz,^9> 


Y  = 


P 

ffixfdyfd%,*^z 


La  quantité  «oh  doit  être  donnée  et  exprimée  en  fiono* 
tion  des  coordonnées  x^y,  z  i  on  substituera  sa  valeur 
dans  les  formules  précédentes.  La  figure  de  la  surface 
qui  termine  le  corps  doit  également  être  donnée  par 
u^e  équation  entre  x,  y  y  z.  Les  limites  des  intégrales 
commencent  et  finissent  aux  valeurs  de  chaque  coordon- 
pée  qui  appartiennent  aux  limitesdu  corps.  Ainsi,  1°  l'on 
prendra  la  première  intégrale  par  rapport  à  z  entre 
les  valeurs  de  z  données  en  a;  et  ^  par  l'équation  de  la 
surface  qui  appartiennent  aux  deux  nappes  opposées 
0ntre  lesquelles  le  corps  est  compris  ;  3*"  la  seconde  inté* 
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grale ,  par  rapport  à  /,  sera  prise  entre  la  plus  petite 
et  la  plus  grande  valeur  dejr  (fae  dônïiera  l'équation  de 
la  surface  qiiand  on  y  fera  varier  z  seule ,  valeurs  qui 
seront  exprimées  en  x  ;  la  troisième  intégrale ,  par  rap- 
port à  X,  sera  prise  entre  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  valeur  de  x  qui  satisfassent  à  Téquation  de  la 
surface. 

Lorsque  les  corps  ne  sont  point  enveloppés  par  une 
surface  dont  la  nature  puisse  être  définie  par  une  seule 
équation ,  on  décompose  alors  les  intégrales  définies 
en  plusieurs  parties  dotit  oti  Calcule  séparément  les 
valeurs  en  se  conformant  à  ce  qui  vient  d'être  indiqué. 

77.  Si  la  densité  est  uniforme ,  <^|^  devient  un  facteur 
constant  qui  disparaît  dans  les  eixpressioùS  de  X,Y,Z. 
Ces  expressions  se  réduisent  alors  à 

A  '  A  ' 

fdxftfyfdz.z 
^= ï ' 

A  désignant  le  volume  du  corps. 

78.  On  est  quelquefois  dans  le  cas  de  considérer  vj\ 
corps  dont  un^  dimension  est  fort  petite  ;  c'est  ce  qu'on 
appelle  chercher  le  centre  de  gravité  d*uné  surface. 
Supposons  cette  surface  donnée  par  une  équation  entre 
l'ordonnée  z  et  les  abscisses  xy.  Soit^e^  la  valeur  du 
poids  de  la  surface  dans  le  point  dont  les  abscisses  sont 

Xjjt  pour  une  étendue  égale  à  l'unité  de  surface.  Le 
poids  de  l'élément  de  Taire  de  la  surface  placé  au  même 
point  sera  exprimé  par 
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*.^4K\/(è)*+(|)Vi. 

AiBfli ,  nommant  comme  ci-dessus  P  le  poids  total  da 
corps ,  et  X,  T,  Z  les  coordonnées  du  centre  de  grayité  » 
nous  aurons 

et 


¥  = 


Z  = ; 

On  doit  avant  les  intégrations  substituer  dans  les  for- 
iez   dz 
mules  pour  z,  -r-i  j-  leurs  valeurs  en  x^,  données  par 

Péquation  connue  de  la  surface.  Les  limites  des  intégrales 
sont  déterminées  par  les  valeurs  des  cordonnées  x ,  y 
qui  correspondent  aux  limites  de  la  surface.  Ou  doit 
également  substituer  pour  «e^  sa  valeur  en  fonction 
de  X,  Y. 

79.  Si  la  densité  est  uniforme ,  on  a  simplement 
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Z= . j 5 

I 

A  désignant  Taire  de  la  surface. 

80.  Elnfin  l'on  peut  considérer  un  corps  dont  deux 
dimensions  seraient  très-petites  ,  ce  qu'on  appelle  cher- 
cher le  centre  de  gravité  d'une  ligne.  Nous  supposerons, 
en  général,  cette  ligne  donnée  par  deux  équations. 
Tune  entre  ^^  et  x  ,*  l'autre  entre  ^  et  x  ;  et  nous  désigne- 
rons par  <2^  la  valeur  du  poids  de  la  ligne,  pour  une  unité 
de  longueur,  qui  convient  au  point  dont  les  coordonnées 
sontx,  y,z.  Le  poids  de  l'élément  de  la  ligne  placé  à  ce 
point  sera 


v^*  ©■• 


^dx.\  /    i+  l-fLj  +  (^j 


Par  conséquent  P  représentant  le  poids  total  delà  ligne, 
etX,Y,Z  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  nous 
aurons 


x  = 


/■^-x/'^dy+Cs)" 
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r 


/^■--\/'*(ê)"-  (s) 


/•^.^\/'*(s)'-(è)' 


La  valeur  àe^^  ,  qui  doit  être  donnée  en  feoiction  de  x, 

dy  d% 
et  celles  de  jr,  ^»  j~»  jj"  »  ^^  1®  sont  également,  doi- 
vent être  substituées  daiis  ce9  formule^^  I^cy»  inti^lJ^^ 
sont  prises  entre  les  valeurs  de  x ,  qui  répoadent  ^uk 
points  extrêmes  de  la  ligne  proposée. 

8t.  Si  le$  poids  dea  parties  égalas  de  cette  UgTiç 
sont  partout  les  n^êmes,  les  expressions  de  ^^  Y»  Zi  dç^ 
vieiment 


X= 


r^V-(S)"-(£)' 


A 


Y= 


f-^-V '*{$)'*  (i)' 


T      1»    ■  ■»■ 


Z  = _ ; 

A  désignant  ici  la  longueur  de  la  ligne. 

82.  n  convient  quelquefois ,  pour  la  facilité  des  cal- 
culs ,  de  rapporter  les  points  des  corps  à  d  autres  coor- 
données ,  mieiiii  appropriées  à  leur  fîgur,e  que  ne  le  sont 
les  coordonnées  rectangulaires.  On  ne  s'arrêtera  pas  à 
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déUill<Nr  les  (arvuiles  gés«$rakft  qw  Y  on  paul  obtenir  de 
cette  manière  et  qui  sont  toujours  déduites  des  mêmes 
principes.  Quelquefois,  aussi,  la  figure  particulière 
des  corps  indique  sur-le-champ  un  mode  de  décompo- 
sition en  éléments  différentiels  par  le  moyen  duquel  uïie 
seule  opération  suffit  pour  déterminer  le  centre  de  gra- 
vité. On  reconnatt  immédiatement  que  si  un  corps  ho- 
mogène peut  être  partagé  en  parties  symétriques  par 
un  plan ,  ou  plus  généralement  si  un  corps  quelconque 
peut  être  partagé  par  un  plan  vertical  en  deux  parties 
dont  les  poids  se  feraient  réciproquement  équilibre  au- 
tour d'un  axe  horizontal  placé  dans  ce  plan ,  les  plans 
dont  il  s'agit  contiendront  nécessairement  le  centre  de 
ffcmté  du  corps.  Cette  seule  coQsidération  «uffit  quel*- 
queibis  pour  faire  conoaUre  ce  point.  SouT<»t  tiUe  en 
réduit  la  recherche  à  celle  de  deux  ou  d'une  seule  coor«- 
donnée. 

83.  Soit  par  exemple  un  solide  de  révolution  décrit 
autour  de  Taxe  des  x  par  une  courbe  dont  l'ordonnée^ 
est  donnée  en  fonction  de  Fabscisse  x.  Le  centre  de  gra- 
vité est  évidemment  placé  dans  Faxe  des  x.De plus,  on 
peut  partager  immédiatement  le  corps  en  éléments  diffé- 
rentiels compris  entre  des  plans  perpendiculaires  à  cet 
axe.  L'élément  différentiel  du  volume  sera  iry^dx;  et 
par  conséquent  le  corps  étant  supposé  homogène ,  l'ab- 
scisse X  du  centre  de  gravité  du  volume  a  pour  ex- 
pression 

JL  ca  M      ■   ■  .  .    . 

fydx 
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84.  L'élément  difiérentiel  de   la   sur&oe  du  inémii 
solide  est 


2îrydlr 


\/-(£)" 


et  par  conséquent  l'abscisse  X  du  centre  de  gravité  de  là 
surface  est 


X  = 


'  ^ 


On  doit  substituer  dans  ces  formules  pour^  et  —  leurs 

iraleurs  en  x  données  par  l'équation  de  la  courbe  géné- 
ratrice. Les  limites  des  intégrales  répondent  aux  valeurs 
de  j;;  entre  lesquelles  sont  comprises  les  portions  du  solide 
que  Ton  considère. 

Un  calcul  semblable  pourrait  servir  à  déterminer  le 
centre  de  gravité  du  volume  ou  de  la  surface  d'un  seg- 
ment formé  dans  un  ellipsoïde  par  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'un  des  axes  principaux,  puisque  le  centre  de  gra- 
vité dont  il  s'agit  serait  nécessairement  placé  dans  cet  axe. 

85.  Nous  appliquerons  les  notions  précédentes  aux  cas 
les  plus  simples. 

Le  centre  de  gravité  d'une  ligne  droite  supposée  char- 
gée de  poids  également  répartis  est  évidemment  au  mi- 
lieu de  sa  longueur.  * 

Considérons  un  arc  de  cercle  AM  {fig.  17).  Soit  m  un 
point  quelconque  de  cet  arc,  6>  l'angle  compris  entre  le 
diamètre  AB  et  le  rayon  Cm  mené  à  ce  point ,  r  le  rayon 
de  l'arc.  L'élément  de  la  longueur  de  l'arc  placé  en  m  est 
rJw,  et  la  distance  Cp  estrcos-u.  Soit  de  plus  A  l'angle 
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fbrmé  arec  AB  par  le  rayon  CM  mené  k  rextrémité  de 
Tare.  La  distance  X  du  centre  de  gravité  de  cet  arc  au 
centre  G  sera 


ça 


X=:-2 ,      ou      X  =  r 


m  û 

Ainsi  le  poids  du  sinus  de  Tare  AM  placé  à  l'extrémité 
opposée  B  du  diamètre  horizontal  AB  ferait  équilibre 
autour  du  centre  G  au  poids  de  cet  arc. 

La  valeur  précédente  de  X  donne  également  la  po- 
sition du  centre  de  gravité  de  Tare  MAN. 

86.  Soit  encore  un  arc  de  cydoïde  compté  du  som- 
met de  la  courbe.  On  a  trouvé,  dans  le  n^  325  des  Le^ 
çons  iancdjse  .fOMi  Fexpression  de. la  longueur  de 
cet  arc 

^=s=2|/^      d'où      diszdyX/—^ 

rordoxmée  j*  étant  également  comptée  du  sommet 'de  la 
courbe.  Ainsi  »  nous  aurons  pour  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  de  cet  arc  >  en  les  rapportant  au  même 
point 

A= T : ,      ou      X  = '• 

2K2Rjr  2J/7 


Y  = 


ou 


2  v/21^  2Kr 

Gomme  on  a 


^^^'^^y—Âdxyy 


■  \ 


i . 
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et  (en  écritant  2R — y  ou  lieu  de  y  dans  Téquafion  dif-    . 
férentielle  de  la  cycloïde  qui  est  donnée  n«  178  des  Le^ 

cons  d'analyse)  dx=djr  — — —  ;  il  vient 

Donc 

X  =  X-  ?  [(2R)  ^  -  (2R-r)'] ,      Y  =  ^  j^. 

La  distance  du  centre  de  gravité  de  Tare  au  sommet 

'  de  la  courbe  est  le  tiers  de  l'ordonnée  du  point  extrême 

de  cet  arc. 

87.  Proposons-nous  de  trouver  le  centre  de  gravité 

de  Taire  d'un  triangle.  Soit  pris  pour  plus  de  simplicité 

l'origine  des  coordonnées  au  sommet ,  en  plaçant  les 

axes  de  manière  que  celui  des  jr  soit  parallèle  à  la  base. 

Supposons  lés  directions  des  côtés  adjacents  données  par 

les  équations  y=^pXy  j^=qxei  représentons  par  a  la  bau* 

leur.   Les  formules  du  n^  79  se  réduisent  dans  le  cas 

d'une  aire  plane  à 

fdx.xfdx                    fdxfdy^ 
X=^ ,  y^ j; ; 

et ,  puisque  les  intégrales  relatives  à  y  doivent  être 
prises  depuis  /=jpx  jusqu'à  y^=^qx,  ces  formules 
donnent 

Jx                                   Ç^        i 
dx.x^iq^p)                    \    dx.^x^q^'-'p^) 
^ » V      ^1^ 
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c'est-à-dire 

2  1 

Le  centre  de  gravité  cherché  est  placé  aux  deux  tiers 
à  compter  du  sommet  de  la  ligne  droite  menée  de  ce 
point  au  milieu  de  la  base. 

On  parvient  à  ce  résultat  d*une  manière  plus  simple  ' 
en  observant  que  le  triangle  proposé  peut  être  décom- 
posé par  des  lignes  parallèles  à  la  base  en  éléments 
difiérentiels  dont  les  centres  de  gravité  se  trouvent 
sur  la  droite  qui  joint  son  milieu  au  sommet  opposé. 
L'aire  de  l'élément  placé  à  la  distance  x  de  l'origine  est 
dx,x{q—p)  ;  d'où  l'on  conclut 


y    dx,  x*(q—p) 


Le  centre  de  gravité  d'une  figiu'e  triangulaire  étant 
connu ,  on  détermine  aisément  d'après  le  n«  75  le  centre 
de  gravité  d'une  figure  quelconque  formée  par  des  lignes 
droites. 

88.  Soit  maintenant  le  segment  circulaire  MAN 
{fig.  17).  n  suffira  de  considérer  sa  moitié  MAP,  et  de 
chercher  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  moitié 
au  centre  C  par  la  seule  formule 

*    .  ir  ^  fdx.a;y 

A 

En  conservant  les  dénominations  du  n*  85 ,  et  comp^ 
tant  les  x  du  point  C ,  nous  avons  ici 

jr=:r.cos.w  ,     dx:sir^rs\u,^,di^  y    ^=srsBi.oi). 


■ 
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La  formule  précédente  donne  donc  ici 


Ça 

%=t 


do» 


1  ' 

-  f^{a — sin.ûcos.û) 


c'est-à-dire 


X=?r 


sin.'a 


3    A— sin.û.cos.a' 


89.  A  regard  du  secteur  circulaire  CMAN ,  comme 
cm  peut  le  décomposer  en  éléments  différentiels  trian- 
gulaires qui  ont  tous  leurs  centres  de  gravité  placés 

3 

auK.  -  du  rayon  »  on  reconnaît  que  la  distance  du  centre 

de  gravité  de  ce  secteur  au  centre  G  est  donnée  par  la 

2 
formule  du  n"*  85 ,  multipliée  parle  facteur-;  c'est-à-dire 

que  cette  distance  a  pour  expression 

_.      2   sin.n 
3     a 

90.  Soit  une  pyramide  triangulaire  dont  le  sommet 
est  placé  à  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires , 
dont  deux  faces  sont  placées  dans  les  plans  des  xjr  et 
desxz,  et  dont  la  base  est  parallèle  au  plan  des  jrz. 
En  désignant  respectivement  par  y^^px^  z  =  qx  les 
équations  de  deux  des  arêtes  qui  aboutissent  au  sommet, 
l'équation  du  plan  qui  contient  la  face  correspondante 

sera  z=iqx — -y.  De  plus,  les  trois  côtés  de  la  base 

pourront  être  représentés  par  a ,  pa  et  qa;  et  par 
conséquent    on    aura   pour   le    volume  de  la   pyrsi- 


.« 


*i 
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111 

mide  âP9'**-~''>  °"  "rM"'^'  Les  formules  dan*  77  don- 
neront donc  ici 


X= 


Ca         [px      r 


qx^l.y 


p  dz 


o 


1      , 


Y= 


fa      {px       r 

3o  ''"Jo    ^■^] 


qx—i-y 
P   dz 


1  3 


z= 


Jo  Jo  Jo 


1     , 


c'est-à-dire ,  en  effectuant  les  opérations  indiquées , 
X=;-tf,        Y=-pa,       Z=-îtf; 

d'où  l'on  conclut  que  le  centre  de  gravité  de  la  pyra- 
mide est  placé  aux  trois  quarts  de  la  ligne  menée  du 
sommet  au  centre  de  gravité  de  la  base. 

On  parviendra  immédiatement  au  même  résultat  si 
Ton  observe  que  cette  ligne  contient  nécessairement  i 
tous  les  centres  de  gravité  des  éléments  différentiels 
que  l'on  formerait  en  coupant  la  pyramide  par  des 
plans  parallèles  à  la  base.  De  plus,  le  volume  de  Télé- 

ment  placé  à  la  distance  x  du  sommet  est  -  pqx^.dx. 


_  70- 

Donc 

Ça      \ 

A= =   -  <Z. 

On  voit  également  que  le  résultat  dont  il  s'agit  subsis- 
terait lors  même  que  la  pyramide  n'aurait  point  deux 
de  ses  faces  latérales  perpendiculaires  à  sa  base,  comme 
on  l'a  supposé  ;  et  qu'il  peut  être  étendu  au  cas  où  la 
base  de  la  pyramide  serait  un  polygone  d'une  figure 
quelconque^ 

Connaissant  le  centre  de  gravité  d'une  pyramide 
triangulaire ,  on  pourra  d'ailleurs  déterminer  le  centre 
de  gravité  d'un  polyèdre  quelconque  à  faces  planes. 

91.  Les  formules  données  n^  83  et  6k  s'appliquent 
facilement  à  la  détermination  des  centres  de  gravité  du 
volume  et  de  la  surface  du  segment  sphérique.  Considé- 
rons en  premier  lieu  le  segment  décrit  par  la  révolution 
de  l'arc  AM  (fig.  17)  autour  du  diamètre  AC.  Les  x 

étant  comptées  du  centre  C,  nous  avons^  =  |/r* — x* , 
r  désignant  le  rayon  de  la  sphère. 
La  formule  du  n*^  83  donnera  donc  ici 


Jx 


da:.x{f^ — a?*) 
^  3 /^— 2r»x*-|-x<     3  y* 


■\ 


r  4'2r3— 3r*x+x'      4  2r3— 3r'x+x' 

^(r'— x") 

X 


pour  la  distance  du  centre  de  gravité  de  ce  volume  au 
centre  C,  x  désignant  la  distance  CP.  En  retranchant  x, 
puis  posant  x     r — f,  /désignant  la  flèche  AP,  on 


—  ^t  ^ 

trouve  pour  la  distance  du  centre  de  gravité  au  point  P, 

8      r* 
4  3r-/  • 

En  faisant  x=0  onf=r  on  aura  la  distance  au  centre 

'     3 
G  du  centre  de  gravité  de  la  semi-sphère,  qui  est  -  r. 

4 

92.  A  l'égard  du  centre  de  gravité  de  la  jiurface  du 
même  segment  la  formule  du  n»  8b  se  réduit  à 


J/*^ 


$: 


X 


Le  centre  de  gravité  dont  il  s'agit  est  donc  placé  au 
milieu  de  la  flèche  AP. 

93.  Enfin  quant  au  volumedu  secteur  sphérique  décrit 
par  la  révolution  du  triangle  mixtiligne  CMA  {fi^.  17) 
autour  du  diamètre  AG ,  on  en  connaîtra  directement  le 
centre  de  gravité  en  observant  que  ce  secteur  peut 
être  décomposé  en  éléments  différentiels  formés  par  des 
pyramides  ayant  leurs  sommets  en  0,  et  leurs  bases  à  la 
surface  convexe  du  segment.  Or,  d'après  le  n''  90  les 
centres  de  gravité  de  tous  ces  éléments  sont  placés  sur 
la  surface  convexe  d'un  secteur  dont  l'amplitude  est 
égale  à  celle  du  secteur  proposé,  mais  dont  le  rayon  est 
moindre  dans  le  rapport  de  3  à  t^.  Le  centre  de  gravité 
de  cette  dernière  surface  convexe  est  donc  le  centre  de 
gravité  cherché  du  volume  dusecteur.  On  en  conclut  que 
ce  centre  de  gravité  est  placé  à  la  distance 

3 

-r(l— cos.û) 
8 


—    <j|2    -*•   • 

du  point  P.  En  faisant  n^  - ,  le  secteur  proposé  devient 

la  demi-sphère  :  ainsi  ce  résultat  s'accorde  avec  celui 
qui  a  été  énoncé  n*^  91. 

Usage  des  centres  de  gravitépour  VéçalucUion  des  eUres 

et  des  ifolumes, 

9&.  Considérons  une  ligne  quelconque  tracée  dans 
un  plan,  et  admettons  que  ce  plan  se  meuve  perpen- 
diculairement à  une  autre  ligne  quelconque  donnée, 
et  viezme  occuper  une  position  qui  s'écarte  infini- 
ment peu  de  sa  position  primitive.  Cela  posé ,  re- 
présentons-nous l'élément  de  surface  décrit  dans  ce 
mouvement  par  la  première  ligne  ,  et  l'élément  de  vo« 
lume  décrit  par  l'aire  que  cette  ligne  embrasse  sur  le 
plan.  Il  est  visible,  en  premier  lieu,  que  l'aire  élémen- 
taire décrite  aura  pour  mesure  le  produit  de  la  lon- 
gueur de  la  ligne  génératrice  par  l'espace  infiniment 
petit  dont  s'est  déplacé  son  centre  de  gravité.  En 
effet  cette  aire  est  égale  au  produit  de  la  longueur 
de  la  génératrice  par  l'espace  moyen  parcouru  par 
chacun  de  ses  points.  Or  le  calcul  qui  donnerait  cet 
espace  moyen  ne  diffère  pas  du  calcul  qui  donnerait  la 
distance  des  deux  positions  successives  du  centre  de 
gravité  de  la  ligne  courbe.  On  conclut  de  cette  remarque 
qu'ayant  déterminé  le  centre  de  gravité  delà  génératrice, 
on  aura  l'aire  de  la  surface  décrite  par  cette  ligne 
lorsque  le  plan  dans  lequel  elle  est  tracée  se  mouvra 
perpendiculairement  à  une  ligne  quelconque,  en  multi- 
pliant la  longueur  de  la  première  par  l'espace  qu'aura 
parcouru  son  centre  de  crravité. 
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95.  En  second  lieu  on  voit  également  que  le  volume 
élémentaire  décrit  par  Taire  embrassée  par  la  ligne  en 
question  lorsque  le  plan  de  cette  aire  passe  d'une  po- 
sition à  une  autre  qui  s'écarte  infiniment  peu  de  la  pre- 
mière, est  égal  au  produit  de  Taire  par  Tespace  parcouru 
par  son  centre  de  gravité.  En  effet  ce  volume  est  égal 
à  Taire  génératrice  multipliée  par  Tespace  moyen  par- 
couru par  chacun  de  ses  points.  Ainsi  le  volume  décrit 
par  cette  aire ,  lorsque  son  plan  se  meut  perpendicu- 
lairement à  une  ligne  quelconque,  peut  s'évaluer  en 
multipliant  Taire  par  l'espace  parcouru  par  son  centre 
de  gravité. 

Ces  deux  propositions  s'appliquent  particulièrement 
à  l'évaluation  de  Taire  de  la  surface,  et  du  volume  des  so- 
lides de  révolution.  On  voit  que  ces  quantités  sont  con-  ' 
nues  aussitôt  que  Ton  a  déterminé  les  longueurs  et  les 
aires  des  courbes  méridiennes  et  la  position  de  leurs  cen- 
tres de  gravité.  Mais  on  reconnaît  facilement  que  les 
propositions  dont  il  s'agit  conviennent  seulement  aux 
cas  où  le  contour  formé  par  la  courbe  génératrice 
se  trouve  tout  entier  constamment  d'un  même  côté 
par  rapport  aux  lignes  droites  d'intersection  des 
positions  occupées  successivement  par  le  plan  de  cette 
courbe. 

yi.  Notions  roNDAM£NTAi.Es  de  la  dynamique. 

* 

96.  Cette  science ,  aussi  bien  que  k  statique,  em» 
prunte  à  l'observation  des  faits  naturels  plusieurs  notions 
fondamentales.  La  certitude  de  quelques-unes  de  ces 
notions  est  évidente.  Il  ei)  est  d'autres  dont  il  n'est  pas 
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aussi  facile  de  reconnattre  la  vérité ,  mais  à  l'égard  des- 
quelles il  ne  reste  aucun  doute,  lorsqu'on  s'est  assuré , 
après  des  comparaisons  multipliées,  que  les  conséquences 
qui  s'en  déduisent  par  des  raisonnements  rigoureux 
sont  conformes  aux  phénomènes  que  la  nature  nous 
présente. 

97.  La  gras^itation  est  une  propriété  générale  des 
corps.  Tous  les  corps ,  en  vertu  d'une  action  réciproque 
dont  nous  ignorons  entièrement  la  nature  et  le  principe, 
sont  attirés  vers  le  centre  de  la  terre;  et  la  terre  même 
et  les  planètes  sont  soumises  à  la  même  action ,  et  s'atti- 
rent mutuellement.  L'esprit  pourrait  sans  doute  ,  par 
une  pure  abstraction ,  concevoir  les  corps  privés  de  la 
propriété  dont  il  s'agit  \  mais  dans  la  réalité  elle  en  est 
inséparable.  Tout  corps  est  pesant  :  il  exerce ,  pour 
s'approcher  de  la  terre ,  un  effort  qu'il  faut  détruire  si 
Ton  veut  maintenir  ce  corps  immobile.  Le  poids  des 
corps  est  la  mesure  de  cet  effort.  On  évalue  les  divers 
poids  en  les  rapportant  à  un  poids  convenu  pris  pour 
unité. 

L'unité  de  poids  est  en  France  le  kilogramme  ;  c'est-à- 
dire  le  poids  d'un  décimètre  cube  d'eau  distillée ,  prise 
au  maximum  de  densité.  - 

98.  La  notion  de  la  masse  se  rapporte  à  la  quantité 
de  parties  matérielles  dont  on  regarde  chaque  corps 
comme  étant  composé.  Quand  on  compare  deux  corps 
homogènes  do  même  nature ,  par  exemple  deux  mor- 
ceaux de  fer ,  l'expérience  apprend  que  leurs  poids 
sont  proportionnels  à  leurs  volumes.  Les  quantités  de 
parties  matérielles  contenaes  dans  chacun  sont  aussi 
évidemment  proportionnellete  aux  volumes.  Ainsi,  la 
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masse  est  alor9  nécessairement  proportionnelle  au  poids. 
La  même  proposition  s'étend  à  tous  les  cas,  parce  que 
nous  regardons  la  force  de  la  gravitadbn  comme  s'exer- 
çant  égaleipent  sur  toutes  les  parties  matérielles ,  et  Vac- 
tion  de  cette  force  sur  chaque  corps  comme  l'indice  et 
en  quelque  sorte  la  mesure  de  la  quantité  de  matière 
qui  les  constituent.  Les  corps  ^  sous  le  rapport  dont  il 
s  agit,  ne  diffèrent  pour  nous  que  par  les  diverses  quan- 
tités de  matière  qui  s'y  trouvent  contenues  sous  un  même 
volume  donné.  Ainsi  nous  admettons  ce  principe ,  qu'il 
faut  regarder  comme  une  définition,  que  la  masse  des 
corps  est  proportionnelle  à  leur  poids. 

L'évaluation  numérique  des  masses  n^exige  pas 
l'établissement  d'une  unité  spéciale.  On  verra  plus 
loin  comment  cette  évaluation  résulte  de  l'emploi  d'au- 
tres unités. 

-  L'idée  de  la  masse  est  inséparable  de  la  notion  du 
corps.  Les  recherches  de  physique  Indiquent  Texistence 
de  quelques  agents  naturels  qui  produisent  des  impres- 
sions sur  nos  sens ,  et  qui  semblent  néanmoins  n'avoir 
pas  de  masse.  Ce  ne  sont  point ,  à  proprement  parler, 
des  corps ,  ou  du  moins  ce  ne  sont  point  des  corps  aux- 
quels les  théories  mécaniques  puisisent  s'appliquer. 

99.  Tous  les  esprits  admettent  l'idée  du  temps  qui 
s'écoule  et  la  notion  des  grandeurs  relatives  de  divers 
intervalles  de  temps ,  d'où  résulte ,  comme  une  consé- 
quence nécessaire ,  la  possibilité  de  mesurer  et  d'éva^-^ 
luer  le  temps  en  rapportant  chaque  intervalle  à  un  in- 
tervalle déterminé  pris  pour  unité.  Les  théories  qui  con- 
stituent la  dynamique  exigent  nécessairement  la  cpn^ 
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considération  du  temps  regardé   comme  une  quantité 
mesurable. 

L'unité  de  temps,  qui  est  aujourd'hui  généralement 
adoptée^   est    la  seconde   sexagésimale^    c'est-à-dire 

'*  ~dôô  ^'""*  ^^""  '  **"  ^*  86Ï00  ^"  J**"'  '^^'^' 

100.  Le  mot  mouvement  donne  l'idée  d'un  phénomène 
qui  consiste  en  ce  qu'un  corps  matériel  se  déplace ,  et 
prend  ,  à  mesure  que  le  temps  s'écoule ,  des  situations 
diflérentes  dans  l'espace.  Un  corps  ne  passe  jamais  d'une 
position  à  une  autre  sans  occuper  successivement  toutes 
les  positions  intermédiaires.  Déplus,  il  s'écoule  toujours 
un  certain  intervalle  de  temps  entre  l'instant  où  le  corps 
a  quitté  sa  première  position  et  Tinslant  où  ce  même, 
corps  est  parvenu  à  sa  dernière  position.  La  suite  des 
positions  intermédiaires  des  divers  points  du  corps 
forme  des  lignes  droites  ou  courbes  que  l'on  peut  con- 
cevoir tracées  dans  l'espace.  Or  ces  lignes  peuvent  avoic 
été  décrites  dans  des  intervalles  de  temps  plus  ou  moins 
longs  ,  d'où  résulte  la  notion  de  la  vitesse.  JL^  vitesse  est 
le  rapport  de  l'espace  parcouru  au  temps  employé  à  le 
parcourir,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  YespacepoT'- 
couru  dans  l'unité  de  temps  ^ 

101.  On  peut  concevoir  le  mouvement  d'un  point 
sans  admettre  que  sa  vitesse  soit  constante  ou  uniforme. 
En  effet,  les  diverses  parties  d'une  ligne  qu'il  aura 
décrite  peuvent  avoir  été  parcourues  avec  des  vitesses 
différentes.  Lorsque  le  mouvement  d'un  corps  est  tel 
que  sa  vitesse  varie  continuellement  à  mesure  que  le 
temps  s'écoule  et  que  le  corps  occupe  de  nouvelles  situa- 
tions dans  l'espace ,  on  se  forme  l'idée  de  la  valeur  de 
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la  vitesse  dans  un  instant  déterminé,  en  concevant  qu'à 
cet  instant  cette  vitesse  devienne  constante ,  et  voyant 
quel  espace  serait  alors  parcouru  dans  Tunité  de 
temps. 

Dans  le  langage  de  la  mécanique  on  appelle  quantité 
de  mouuement  d'un  corps  le  produit  de  sa  masse  par  sa 
vitesse  aduella. 

102.  On  a  dit'n®  97  que  la  gravitation  était  une  pro- 
priété générale  des  corps.  Une  autre  propriété,  non 
moins  générale ,  et  désignée  sous  le  nom  d'inertie ,  con- 
siste en  ce  que  l'état  actuel  d'inunobilité  ou  de  mouve- 
ment d'un  corps  n'est  jamais  altéré,  à  moins  qu'une 
cause  étrangère  n'agisse  sur  ce  corps.  Un  corps  en  repos, 
sur  lequel  aucune  cause  étrangère  n'agira ,  ou  qui  sera 
soumis  à  des  actions  opposées  qui  se  détruiront  réci- 
proquement ,  demeurera  éternellement  en  repos.  Si  ce 
même  corps  est  actuellement  en  mouvement ,  il  conser- 
vera éternellement  son  mouvement,  c'est-à-dire  qu'il 
continuera  éternellement  à  se  mouvoir  dans  la  même 
direction  et .  avec  la  même  vitesse ,  parcourant  tou- 
jours en  ligne  droite  des  espaces  égaux  en  temps  égaux. 

L'inertie ,  ainsi  définie ,  doit  être  regardée  comme 
ime  qualité  inhérente  à  la  matière,  et  dont  l'existence 
nous  est  attestée  par  l'ensemble  des  phénomènes  natu- 
rels. La  notion  de  l'inertie  est  intimement  liée  à  la 
notion  de  la  masse.  Tout  assemblage  de  matière  qui 
gravite  et  qui  a  de  la  masse  ne  peut  être  mis  en  mou«- 
vement  sans  présenter  à  cette  modification  une  résistance 
qui  doit  être  surmontée  par  une  force. 

103.  Nous  désignons  en  effet  par  le  nom  àe  force  toute 
cause  qui  est  capable  de   mettre  en  mouvement   un' 
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corps  matériel  immobile»  ou  d'altérer  le  mouvement 
actuel  d'un  tel  corps.  Or  le  mouvement  d'un  corps  con- 
siste, à  proprement  parler,  dans  ce  fait  qu'une  masse 
donnée  se  déplace  actuellement  avec  une  vitesse  donnée. 
Lorsqu'on  compare  divers  mouvements  les  uns  aux  au- 
tres y  on  se  représente  qu'un  mouvement  est  d'autant 
plus  grand ,  l""  que  la  masse  qui  se  meut  est  plus  grande; 
2°  que  la  vitesse  actuelle  de  cette  masse  est  plus  grande. 
Le  produit  de  la  masse  par  la  vitesse  est  nommé  quan- 
tité de  mouuementy  et  considéré  comme  la  mesure  du 
mouvement.  D'après  cela,  nous  jugeons  aussi  de  la 
grandeur  relative  des  forces,  c'est-à-dire  des  causer pro-. 
près  à  produire  ou  altérer  les  mouvements ,  d'après  ta 
grandeur  des  quantités  de  mouvement  qu'elles  peuvent 
imprimer  ou  détruire. 

Ainsi ,  l'on  définit  une  force  en  disant  qu'elle  est  ca* 
pable  d'imprimer  à  une  certaine  masse  telle  vitesse.  Et 
Ton  voit  que  les  forces  deviennent  de  cette  manière  des 
quantités  mesurables  dont  les  valeurs  relatives  sont  ex- 
primées par  des  nombres.  Le  nombre  qui  représente 
la  valeur  d'une  force  est  le  produit  d'une  masse  par 
la  vitesse  que  la  force  peut  imprimer  à  cette  masse. 

On  regarde  d'après  cela  comme  égales  deux  forces  qui 
auront  imprimé  respectivement  des  quantités  de  mou- 
vement telles  que  les  masses  seront  réciproque- 
ment proportionnelles  aux  vitesses.  Or  cette  con- 
clusion s'accordera  effectivement  avec  lés  phénomènes 
naturels ,  car  Texpérience  apprend  non-seulement  que 
des  masses  égales  qui  viennent  se  choquer  avec  des  vi- 
tesses égales  détruisent  réciproquement  leurs  mouve- 
ments ,  mais  encore  que  lorsque  des  masses  inégales  vien- 
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nent  se  choquer  avec  des  vitesses  en  raison  inverse  des 
masses ,  les  mouvements  contraires  sont  aussi  complè- 
tement détruits.  De  plus,  on  s'assure  qtie  le  développe- 
ment d'un  même  ressort  imprime  toujours  aux  corps  des 
vitesses  d'autant  plus  grandes  que  les  masses  sont  plus 
petites. 

10(h.  Pour  donner  une  coimaissance  complète  de  la 
manière  dont  les  forces  se  définissent  et  s'évaluent,  il 
reste  à  remarquer  que  l'action  de  plusieurs  forces  natu- 
relles, celle  de  la  gravité^  par  exemple,  est  continue, 
et  même  perpétuelle.  Or,  un  corps  soumis  à  l'action 
d'une  telle  force  tend  à  acquérir  une  vitesse  qui  s*ac- 
croîtrait  sans  cesse.  Pair  conséquent,  une  force  de. cette 
nature  ne  peut  être  définie  en  disant  seulement  qu'eUe 
est  capable  d'imprimer  une  vitesse  donnée  à  une  masse, 
donnée;  il  faut  nécessairement  introduire  dans  la  défi** 
nitionla  considération  du  temps  pendant  lequel  l'action 
de  cette  force  s'exerce.  C'est  pourquoi  la  définition  pro« 
fTe  des  forces  dont  il  s'agit  consiste  à  dire  qu'elles  sont 
capables  d'imprimer  telle  vitesse  à  une  masse  donnée 
dans  un  temps  donné.  La  force  est  regardée  comme 
d'autant  plus  grande  que  la  masse  et  la  vitesse  sont 
plus  grandes ,  et  que  le  temps  est  plus  petit.  La  valeur 
de  la  force  est  exprimée  par  le  nombre  qui  représente  le 
produit  de  la  masse  par  la  vitesse  imprimée  dans  l'unité 
de  temps. 

105.  La  gravùét  c'est-à-dire  l'attraction  mutuelle  des 
corps ,  est  de  toutes  les  forces  existantes  celle  qui  produit 
les  phénomènes  les  plus  généraux  et  les  plus  importants, 
et  celle  dont  la  nature  et  les  effets  sont  le  mieux  connus. 
La  natui:e  de  la  gravite ,  qu^e  nous  considérons  ici  seu- 
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lemeut  dans  les  effets  qu'elle  produit  à  la  surface  de  la 
terre  (nous  la  considérerons  plus  tard  sous  un  point  de 
vue  plus  étendu  et  plus  exact),  consiste  :  1*  en  ce  qu'elle 
affecte  également  toutes  les  parties  matérielles ,  en  sorte 
qu'elle  imprime  à  tous  les  corps  identiquement  la  même 
vitesse;  2°  en  ce  que  son  action  continue  et  toujours 
égale  s'exerce  absolument  de  la  même  manière  quel  que 
soit  l'état  de  repos  ou  de  mouvement  actuel  du  corps. 
Un  corps  soumis  à  l'action  de  la  gravité ,  soit  qu'il  parte 
du  repos  y  soit  qu'il  se  meuve  dans  une  direction  et  avec 
une  vitesse  quelconques,  acquerra  toujours  dans  l'unité 
de  temps  et  dans  la  direction  de  la  verticale  une  même 
vitesse ,  c'est-à-dire  que  la  vitesse  avec  laquelle  il  se 
meut  actuellement  augmentera  toujours  de  la  même 
quantité  dans  l'unité  de  temps.  L'accroissement  de  vi- 
tesse que  la  gravité  imprime  aux  corps  est  à  Paris  dans 
une  seconde  sexagésimale  de  9^,80896.  Ce  nombre  étant 
assigné ,  la  force  dont  il  s'agit  est  définie. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  doit  être  regardé  comme 
prouvé  par  l'observation  des  faits.  On  verra  plus 
tard  comment  s'établit  la  certitude  des  propositions 
énoncées. 

106.  Il  n'est  pas  difficile  de  concevoir,  d'après  ce  qui 
précède ,  comment  s'expriment  en  nombres  les  valeurs 
relatives  des  masses  que  Ton  est  obligé  d'introduire 
dans  les  formules  de  la  dynamique.  Considérons  Faction 
de  la  gravité  sur  un  même  corps  :  cette  action  peut  pro- 
duire deux  effets  entièrement  différents,  l""  Si  le  corps 
est  maintenu  immobile,  l'effet  produit  consiste  dans 
un  effort  ou  pression  exercé  contre  Tobstade ,  et  cette 
pression  est  mesurée  par  ce  qu'on  nomme  le  poids  du 
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corps,  que  nous  représenterons  par  P,  en  sorte  que  P 
désigne  un  nombre  de  kilogrammes.  2o  Si  au  contraire 
le  corps  cède  librement  à  l'action  de  la  gravité ,  il  ac- 
querra dans  Tunité  de  temps  la  vitesse  de  9'", 80896  par 
seconde  :  appelons  m  la  masse  du  corps  >  et  g  cette  vi- 
tesse ,  g  désignant  un  nombre  de  mètres  ,  ou  en  général 
d'unités  de  longueur;  le  produit  771^  représentera  la 
quantité  de  mouvement  que  la  gravité  fait  acquérir  au 
corps  dans  l'unité  de  temps  ,  et  d'après  ce  qui  a  été  dit 
no*  103  et  lOil»,  coproduit  devra  être  pris  pour  la  mesure 
delà  force.  Or  cette  force,  c'est-à-dire  cette  cause  iden- 
tiq.ue  agissant  sur  un  corps ,  produisant  des  eilets  dif- 
férents suivant  que  ce  corps  est  libre  ou  retenu  par  un 
obstacle,  est  évidemment  dans  chaque  cas  mesurée  et 
évaluée  par  les  ejffets  produits.  Donc  le  nombre  P  ou  le 
nombre  mg  sont  également  propres  à  exprimer  la  valeur 
de  la  forc«  dont  il  s'agit  :  ces  deux  nombres  sont  donc 
nécessairement  proportionnels  l'un  à  l'autre.  On  peut 
même  écrire  P=smg,  par(?e  que  les  nombres  Pet 5  dépen- 
dent seuls  d'unités  convenues ,  c'est-à-dire  des  unités 
de  poids,  de  longueur  et  de  temps.  L'unité  de  masse 
demeure  arbitraire,  et  l'on  peut  toujours  la  supposer 
choisie  de  manière  à  ce  que  l'équation  précédente  sub- 
siste. 

On  déduit  de  cette  équation 

P 

g 

le  nombre  qui  exprime  la  masse  d'un  corps  est  donc  le 
quotient  du  poids  de  ce  corps  par  la  vitesse  que  la  gra- 
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vile  imprime  aux  corps  pesants  dans  Tuiiitë  de  temps. 
C'est  d'après  cette  proposition  que  les  formules  de  méca- 
nique doivent  être  interprétées. 

107.  Réciproquement,  si  l'on  a  appris  par  l'obserta- 
tioii  qu'un  corps  de  masse  m,  mû  par  Faction  d'une 
force  quelconque,  acquiert  dans  Tunité  de  temps  la  vi- 
tesse^, c'est-à-dire  que  la  quantité  de  mouvement  du 
corps  augmente  dansl'unité  de  temps  de  la  quantité  mg, 
on  en  conclura  que  si  un  obstade  quelconque  obligeait 
le  ^orps  h  conserver  sa  vitesse  actuelle  et  s'opposait  k 
l'accéléra tion  de  mouvement  que  la  force  tend  à  pro^ 
duire ,  il  serait  exercé  contre  cet  obstacle ,  dans  la  direé^ 
tion  de  la  forée ,  une  pression  représentée  numérique- 
ment^par  le  produit  mg.  Ce  produit  est  la  mesure  du 
poids  du  corps ,  en  tant  que  ce  poids  est  le  résultat  de 
l'action  de  la  force  qui  imprimerait  aux  parties  maté- 
rielles la  vitesse  g  dans  l'unité  de  temps. 

L'exactitude  de  ces  dernières  notions  paraîtra  cer- 
taine si  l'on  observe  que  l'on  peut  vérifier  par  le  fait, 
en  se  transportant  dans  divers  lieux  de  la  terre,  que  la 
valeur  de  g  et  le  poids  des  corps  varient  dans  le  Aiéme 
rapport.  On  s'en  assurerait  en  employant  l'action  des 
poids  à  comprimer  des  ressorts. 

Les  théories  dynamiques  sont  fondées  sur  les  Ho* 
tions  qui  viennent  d*étre  exposées.  On  s'est  efforcé  de 
présenter  ces  notions  avec  clarté  et  exactitude  ;  mais  il 
n'est  peut-être  pas  possible  que  l'esprit  les  saisisse  com- 
plètement avant  d'en  avoir  connu  le  développement  et 
les  applications ,  et  surtout  qu'il  les  admette  «ivec  une 
entière  conviction  avant  que  l'on  soit  assuré  que  lès 
résultats  qui  s'en  déduisent  présentent  une  ittiaj^e  fidèle 
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àe&  phénomènes  ndttirels ,  et  nou»  en  donnent  les  vé^ 
ritables  lois. 


yn.   MoUTEMJBRt    RECTlLltiHE   DES    CORPS. 

108.  L'analyse  mathématique  donne  les  moyens  d'ex- 
primer facilement  les  lois  des  phénomènes  qui  appartien- 
nent à  la  dynamique.  Dans  la  géométrie,  on  détermine 
communément  la  position  d'un  point  en  donnant  ses 
distances  x^y^zk  trois  plans  rectangulaires  supposés 
fixes.  Admettons  que  ce  point  soit  en  mouvement  et  oc- 
cupe successivement  diverses  situations  dans  l'espace  : 
les  distances  x,y,  z  seront  alors  des  quantités  variables  , 
dont  les- valeurs  changent  à  mesure  que  le  temps  s*écoule, 
et  qui  sont  par  conséquent  des  fonctions  du  temps  t  qui 
s'est  écoulé  à  partir  d'un  instant  déterminé  pris  pour 
origine  du  temps.  Si  l'on  connaît  les  valeurs  de  X^y>^  z 
en  fonction  de  f  ^  on  aura  les  moyens  de  déterminer  la 
position  du  point  à  un  instant  quelconque ,  et  par  con 
séquent  la  nature  de  son  mouvement  sera  entièrement 
connue. 

109.  Nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  un  point 
matériel  (c'est-à-dire  une  certaine  quantité  de  matière, 
une  masse  que  l'on  suppose  concentrée  dans  un  volume 
extrêmement  petit)  se  mouvrait  en  ligne  droite ,  ce  qui 
suppose  évidemment  que  la  force  qui  agit  sur  le  point 
matériel ,  s'il  en  existe  une ,  est  dirigée  dans  le  sens  de 
cette  li^e  droite.  Il  suffit  alors ,  pour  déterminer  à  cha- 
que instant  la  position  du  point  matériel ,  de  prendre 
une  seule  coordonnée  x  comptée  à  partir  d'une  origine 
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fixe  et  regardée  coihme  une  fonction  du  temps  t.  Une 
équation  telle  que 

exprimera  la  nature  du  mouvement  :  x  représente  la 
distance  comptée  d'un  point  fixe,  à  laquelle  le  corps  se 
trouve  à  la  fîu  du  temps  t ,  qui  est  la  variable  indépen- 
dante. 

Gela  posé ,  le  mouvement  affecté  par  le  corps  ,  et  dont 
la  nature  est  exprimée  par  la  fonction  ff{t)^  est  un  résul- 
tat nécessaire  de  diverses  circonstances.  La  valeur  de  la 
distance  x  qui  correspond  à  un  temps  quelconque  t  dé- 
pend l^du  lieu  où  le  corps  était  placé  à  l'instant  où  Ion 
a  commencé  à  compter  le  temps  ;  2*  de  la  vitesse  qu'il 
avait  à  ce  même  instant;  3*  de  la  grandeur  de  la  force 
constante  ou  variable  avec  le  temps,  par  laquelle  ce 
corps  a  été  sollicité  pendant  toute  la  durée  du  temps 
t.  Si  Ton  donnait  la  position  et  la  vitesse  initiales  du 
corps,  et  l'expression  en  fonction  du  temps  de  la  force 
qui  le  sollicite,  on  devrait  pouvoir  en  conclure  la  forme 
de  la  fonction  7  (t).  Réciproquement  la  fonction  ff{t)  étant 
donnée ,  on  en  conclura  la  valeur  tle  la  vitesse  du  point 
matériel  au  bout  d'un  temps  quelconque ,  et  l'expression 
de  la  force  qui  produit  le  mouvement  de  ce  point. 

l""  Quant  à  la  vitesse  qui  a  lieu  au  bout  du  temps  t, 
où  se  rappellera  que  d'après  les  n"'  100  et  101  la  vitesse 
est  le  rapport  de  l'espace  parcouru  au  temps  employé  à 
le  parcourir,  ou  l'espace  parcouru  pendant  l'unité  de 
temps.  Désignant  par  M  un  certain  temps  écoulé  après 
le  temps  t,  et  par  ^x  l'espace  parcouru  pendant  ce  temps, 

le  rapport  —  représenterait  donc  la  vitesse  demandée 
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si  la  valeur  de  ce  rapport  était  constante,  ou  si  ^x  était 
proportionnel  à  ^t.  Or,  en  général,  la  valeur  du  rapport 
dont  il  s'agit  dépend  de  la  grandeur  absolue  de  TaG- 
croissement  f^t ,  et  il  est  visible  que  Ton  ne  peut  attri- 
buer ici  aucune  valeur  finie  déterminée  à  cet  accroisse- 
ment :  1^  parce  que  cette  valeur  serait  arbitraire; 
2»  parce  que  ce  serait  faire  dépendre  la  détermination 
de  la  vitesse  qui  a  lieu  au  bout  du  temps  t  des  modifica- 
tions que  peut  subir  le  mouvement  du  point  matériel 
après  ce  temps.  Donc  l'accroissement  Atdoit  être  supposé 
plus  petit  que  toute  grandeur  donnée,  ou  infiniment- pe- 
tit, c'est-à-dire  qu'on  doit  prendre  pour  l'expression 
de  la  vitesse  au  bout  du  temps  t  la  limite  dont  s'appro* 

cbe  la  quantité  —  lorsque  M  tend  à  devenir  égal  à  zéro, 

limite  qui  n'est  autre  chose  que  le  coefficient  difléren- 

tielT-7-.  n  résulte  de  ces  considérations ,  tout  à  fait  sem- 

blables  à  celles  qui  ont  été  présentées  dan's  les  n^'  S  et 
suivants  des'Zeçon^  d'analyse,  qu'en  désignant  par  u 
la  vitesse  du  point  matériel  qui  a  lieu  à  la  fin  du  temps  t, 
l'équation  xssz^  {t)  entraine*  toujours  la  suivante 

dx  d»9(i] 

tt=  -7-,  ou  U=: — ;— . 

<afo'  di 

La  vitesse  est  donc  représentée  parle  coefficient  différen- 
tiel du  premier  ordre  de  l'expression  analytique  qui 
donne  l'espace  parcouru  au  bout  du  temps  t  en  fonction 
de  ce  temps. 

110. 2° Quant  à  la  valeur  delà  force  par  laquelle  le 
corps  est  sollicité  au  bout  du  temps  £,  on  se  rappellerci 


-s 
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«gaiement  que  ,  d'après  les  no*  10&  et  suivants,  la  force 
qui  produit  ou  modifie  le  mouvement  d'un  corps  est  me- 
surée par  la  quantité  de  mouyement  que  cette  force  im-* 
prime  dans  l'unité  de  temps ,  c'est-à-dire  par  le  produit 
de  la  masse  du  corps  multipliée  par  la  quantité  dont  la 
vitesse  de  cette  masae  s'accroît  dans  l'unité  de  temps* 
Soit  en  général  M  un  certain  temps  écoulé  à  la  suite  du 
temps  ty  et  Au  Taccroissement  reçu  par  la  vitesse  u  pen- 

ùkU 

dant  ce  temps.  Le  rapport  —  donnerait  donc  la  vitesse  ac^ 

quise  dans  l'unité  de  temps  si  la  valeur  de  ce  rapport 
était  constante,  ou  si  Faccroissement  Au  était  propor«- 
tionnel  à  bt.  Cette  proportionnalité  n'ayant  pas  lieu  en 
général ,  les  mêmes  considérations  qui  ont  été  exposées 
dans  le  numéro  précédent  montrent  que  la  vitesse  ac- 
quise dans  l'unité  de  temps  doit  s'exprimer  par  la  limite 

Au 

vers  laquelle  tend —  lorsque  M  devient  de  plus  en  plus 

petit ,  c'est-à-dire  par  le  coefficient  différentiel  ^.On  en 
conclut  donc  qiie  Ton  a 

pour  Fexpression  de  la  vitesse  que  la  force  par  laquelle 
le  point  matériel  est  sollicité  à  la  fin  du  temps  t  imprime 
à  ce  point  matériel  dans  l'unité  de  temps.  Ainsi  cette 
vitesse  est  représentée  par  le  coefficient  différentiel  du 
premier  ordre  de  l'expression  de  la  vitesse  du  point  ma- 
tériel en  fonction  du  temps ,  ou  par  le  coefficient  diffé- 
rentiel du  second  ordre  de  l'expression  de  l'espace  par- 
couru en  fonction  du  temps.* 
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la  ma«se  du  point  matériel  est  désignée  par  m,  la 
quantité  de  mouvement  acquise  par  ce  pointdansl  uDÎté 
de  temps  sera  donc 

du         étx         e^-<f(t) 

et  par  conséquent  ces  expressions  donnent  en  unités  die 
poids .  diaprés  le  n°  t07,  V«ffort  exercé  contre  le  point 
matériel ,  à  ia  fin  du  temps  %  »  {>ar  la  force  qui  )é  sol- 
licite. 

Itt*  Noi^s  considérerons  d'ahprd  les  formes  les  plus 
simple^  que  puisse  prendre  l'équation  or  =  f(0.  Soit  en 
premier  lieu 

dx  dtx 

X  s=  a+t/,     d'où     -7-  =  ^,     — .-  =  0, 

d4         ^      dC         ' 

^  et  h  désignant  des  constantes.  Il  est  visible  ,  1**  que  la 
constante  a  représente  la  distance  à  laquelle  le  point 
matériel  se  trouve  de  l'origine  des  x  à  l'instant  où  l'on 
commence  à  compter  le  temps  ;  2°  que  le  point  maté- 
riel parcourt  des  espaces  égaux  en  temps  égaux ,  c'est-à- 
£re  se  meut  d'un  mouvement  uniforme ,  dont  la  vitesse 
est  représentée  par  la  constante  h  ;  3*"  que  le  point  ma- 
tériel n'est  sollicité  par  aucune  force.  Il  se  meut  par 
Peffet  delà  vitesse  qui  lui  avait  été  imprimée  avant  l'in- 
stant où  l'on  commence  à  compter  le  t^nps ,  et  ce  mou- 
vement se  conserve  sans  altération . 

L'équation  précédente  est  ce  que  l'on  nomme  Véquc^^ 
tion  du  mouvement  uniforme, 

112.  Soit  encore 

dx  à^x 

X^0^bt'Hi\    d'où    —  =  6+ SU:/,      ^p"^^^^ 
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éifb,  c  désignant  des  constantes.  On  voit  ici  1*  que  la 
constante  a  représente  comme  ci-dessus  la  distance  ini^ 
tiale  du  point  matériel ,  à  l'origine  des  x;  2^  que  la 
constante  b  représente  la  valeur  initiale  de  la  vi- 
tesse du  point  matériel  ;  que  cette  vitesse  croit  propor- 
tionnellement au  temps ,  et  qu'elle  reçoit  dans  chaque 
unité  de  temps  un  accroissemelit  égal  à  2c;  3®  que  le 
point  matériel  est  sollicité  par  une  force  dont  l'action 
est  invariable  et  lui  imprime  dans  l'unité  de  temps  une 
vitesse  égale  au  double  de  la  constante  c.  Si  Ton  désigne 
par  m  la  masse,  du  point  matériel ,  cette  force  exerce 
constamment  contre  ce  point  un  effort  exprimé  en  uni- 
tés de  poids  par  2mc. 

Le  mouvement  représenté  par  Téquation  précédente 
est  appelé  mouvement  uniformément  accéléré,  parce 
que  la  vitesse  croit  avec  le  temps,  et  croit  de  quantités 
égales  en  temps  égaux.  Nous  supposons  ici  les  constan- 
tes i  et  c  positives. 

113.  Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment 
l'équation  x=f (t)  exprime  la  nature  du  mouvement  rec- 
tiligne  d'un  corps ,  et  fait  connaître  les  principales  cir- 
constances de  ce  mouvement ,  telles  que  la  vitesse  du 
corps  à  un  instant  donné ,  la  valeur  à  un  instant  donné 
de  la  force  par  laquelle  le  corps  est  sollicité ,  et  l'état 
initial  de  ce  corps ,  c'est-à-dire  sa  position  et  sa  vitesse 
à  Torigine  du  mouvement.  Réciproquement  on  conçoit 
que  si  l'on  donnait  la  valeur  de  la  force  qui  sollicite  le 
corps  en  fonction  du  temps  t ,  c'est-à-dire  le  coefficient 
différentiel  du  second  ordre  de  la  fonction  x==/l[0>  une 
première  intégration  ferait  counattre  l'expression  de  la 
vitesse  u  en  fonction  de  f ,  ou  le  coefficient  différentiel 
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du  premier  ordre  de  cette  fonction  ;  et  une  seconde  in- 
tégration .donnerait  l'expression  de  la  fonction  elle- 
même.  Les  constantes  introduites  par  ces  intégrations 
se  détermineraient  évidemment  d'après  la  considération 
de  l'état  initial  du  corps.  Mais  le  plus  souvent ,  dans  les 
questions  naturelles ,  l'expression  des  forces  qui  sollici- 
tent les  corps  n'est  pas  donnée  en  fonction  du  temps  : 
les  valeurs  de  ces  forces  dépendent  de  la  position  actuelle 
des  corps,  ou  de  leurs  vitesses  actuelles,  ce  qui  peut 
rendre  difficile  la  recherche  des  mouvements  qui  résul- 
tent de  l'action  de  forces  données. 

Mouvement  rectiligne  é£un  corps  produit  par  Vaction 

de  la  gravité. 

lllih.  Il  résulte  des  notions  présentées' dans  les  n^  103, 
lOi^  et  105,  que  la  nature  d'une  force  telle  que  la  gra- 
vité consiste  en  ce  qu  elle  imprime  toujoursx  aux  corps 
qui  cèdent  à  son  action ,  dans  chaque  partie  égale  de 
temps,  une  partie  égale  de  vitesse.  On  définira  donc 
la  nature  du  mouvement  résultant  de  l'action  de  cette 
force  en  exprimant  simplement  que  la]  vitesse  croit  égale-^ 
ment  en  temps  égaux.  Or  cette  circonstance  est  indiquée 
par  l'équation 

du  n*"  112,  puisqu'on  a  vu  que  dans  le  mouvement 
qu'elle  représente  la  vitesse  croissait  dé  la  quantité 
.constante  2c  dans  l'unité  de  temps.  Donc  l'équation  pré- 
cédente est  propre  à  représenter  la  nature  du  mouve- 
ment des  corps  qui  cèdent  librement  à  la  grayité.  L'ob- 
servation ap[Nrend  effectivement  que  les  propriétés  du 


-s 
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iQOUYçm^t  de9  corps  graves  sont  conformes  à  ce  qui  ept 

énoncé  n"*  H^- 
Pe  pU}8,  si ,  opiQine  cela  est  d'qsage ,  on  désigne  \^v 

la  lettre  g  la  vitesse  9*^,80899  par  seconde  que  la  gravité 
imprime  aux  corps  pesants  en  une  seconde  à  Pa|is«  il  est 

dâir  qu'il  faudra  faire  ^c=sg,  ou  c  3=  ^^  ;  en  sorte  qu'en 
écrivant 

on  aura  l'expression  exacte  du  mouvement  des  corps 
graves  :  x  est  une  abscisse  comptée  verticalement  de  haut 
en  bas  à  partir  d'un  point  fixe  ;  a  e«i  la  distance  de  ce 
corps  à  ce  point  fixe  à  l'instant  d'où  Ton  commence  à 
compter  le  temps  ;  b  est  la  vitesse  du  corps  à  ce  même 
instant^  c'est-rà-dire  la  vitesse  initiale. 

115.  Considérons  en  particulier  le  cas  où  le  corps  est 
placé  à  l'origine  àesx,  et  n'a  point  de  vitesse  initiale 
lorsqu'il  commence  à  se  mouvoir  en  cédant  à  l'action  de 
la  gravité.  On  a  alprç  simpleiùent 

et  si  l'on  désigne  par  u  la  vitesse  acquise  par  le  corps  au 
bout  du  temps  t ,  on  aura  de  plus 

dx 

Les  espaces  parcourus  ;  représentés  par  x ,  croissent 
cQmme  le  quarré  du  temps.  La  vitesse  croit  propor- 
liionnellement  au  temps.  On  déduit  des  équations  pré- 
cédentes 
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Un  corps  après  être  tombé  (i(e  la  hauteur  x  a  donc  acquis 
la  vitesse  l/^.x.  Gé  résultat  s'exprime  communément 
en  disant  que  In  intesse  due  à  la  hauteur  x  est  égale 


W 


à  y^g.x.  Réciproquementonditquelahautçur— ,donl: 

le  corps  doit  être  tombé  pour  avoir  acquis  la  vitesse  u , 
est  la  hauteur  due  a  la  vitesse  u.  La  considération  des 
vitesses  dues  aux  hauteurs  et  des  hauteurs  dues  aux 
vitesses  revient  fréquemment  dans  les  applications  de 
la  mécanique,  et  particulièrement  dans  Thydraulique. 
On  a  calculé  des  tables  de  leurs  valeurs  correspon- 
dantes. * 

L'espace  parcouru  dans  la  première  unité  de  temps 

1 

est  -  ^  ;  et  comme  g  représente  la  vitesse  que  la  force 

imprime  dajis  ïwEdié  de  temps ,  on  voit  que  l'espace 
dont  il  a'agit  est  représenté  par  la  moitié  4u  nombre 
qui  représente  cette  vitesse.  En  général ,  si ,  après  un 
temps  quelconque  t ,  le  mouvement  du  corps  deve- 
nait uniforme»  ce  corps  parcourrait  ensuite  dans  un 
t^mps^igal  A  t  un  espace  dpuble  de  celui  qu'il  avait  d^ 
parcouru. 

116.  Dans  l'équation  précédente 

les  constantes  a,  bj  g  ont  été.  supposées  positives.  £n 
général ,  le  signe  de  a  dépendra  de  la  position  du  point 
matériel  par  rapport  à  l'origine  des  x  k  l'instant  où  l'oi) 
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commeDce  à  compter  le  temps  ;  on  le  fera  p^atif  si  cette 
position  est  en  arrière  de  Tori^ne.  Le  sifjpede  b  dépend 
de  la  direction  du  mouTedfent  initial  du  corps  ;  on  le 
ferait  négatif  si  ce  mouvement  était  dirigé  de  manière 
à  diminuer  l'abscisse  x.  Enfin  on  doit  donner  à  ^  le  si- 
gne 4-  lorsque  l'abscisse  x  est  comptée  de  baut  en  bas , 
c'est-à-dire  dans  le  sens  du  mouvement  que  la  gravité 
tend  à  imprimer.  On  lui  donnerait  le  signe  —  dans  le 
cas  contraire. 

On  voit  parla  que  l'équation 

qui  ^onne  pour  l'expression  de  la  vitesse 

dx 

représente  le  mouvement  d'un  corps  grave  qui  serait 
lancé  de  bas  en  baut  avec  la  vitesse  b.  L'action  de  la 
gravité  diminue  progressivement  la  vitesse  du  corps  : 

cette  vitesse  devient  nutte  après  un  temps  — ,  et  l'espacé 

quia  été  parcouru  verticalement  de  bas  en  baiit  est 

alors -.c'est-à-dire  la  hauteur  due  à  la  vitesse  b; 

d'où  Ton  voit  que  le  corps  monte  contre  la  direction  de 
la  gravité  précisément  à  la  bauteur  dont  il  aurait  dû 
descendre  pour  acquérir  sa  vite3se  initiale.  Parvenu  à  ce 
point,  le  corps  redescend ,  et  son  mouvement  s'accélère 
uniformément. 
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Mouifemenî  rectiUgne  dSun  corps  grape ,  dans  le  cas  oà  ce 
mouvement  est  altéré  par  une  résistance, 

117.  Les  numéros  précédents  font  connaître  la  nature 
du  mouvement  d'un  corps  qui  céderait  sans  aucun 
obstacle  à  l'action  de  la  gravité.  Dans  la  réalité ,  la  chute 
des  corps  ne  s'opère  pas  d'une  manière  exactement  con- 
forme aux  résultats  qui  ont  été  présentés ,  parce  que  la 
résistance  des  fluides  dans  lesquels  les  corps  se  meuvent , 
ou  d'autres  obstacles,  altèrent  le  mouvement  que  la 
gravité  tend  à  imprimer. 

Revenons  aux  notions  présentées  n^*i05  et  106.  Soit 
m  la  masse  d'un  corps.  L'action  de  la  gravité  sur  ce  corps 
est  représentée  par  le  poids  mg.  Cette  action  est  abso- 
lument pareille  à  celle  d'une  main  qui  suivrait  le  corps 
en  le  poussant  par  l'intermédiaire  d'un  ressort ,  ce  res- 
sort étant  continuellement  comprimé  comme  il  le  serait 
par  le  poids  mg.  C'est  cette  même  action  qui  surmonte 
la  résistance  que  l'inertie  du  corps  oppose  à  la  variation 
de  son  mouvement ,  et  qui  fait  augmenter  constamment 
la  vitesse  de  ce  corps  de  la  quantité  g  dans  l'unité  de 
temps.  Si  l'action  dont  il  s'agit  venait  à  cesser,  ou  si  elle 
était  détruite  par  une  action  égale  dirigée  en  sens  con- 
traire, la  vitesse  du  corps  n'augmenterait  plus  ,  et  son 
mouvement  deviendrait  uniforme. 

118.  Les  résistances  qui  altèrent  le  mouvement  des 
corps  graves  produisentabsolument  le  même  effet  qu'une 
main  qui  agirait  sur  le  corps ,  par  l'intermédiaire  d'un 
ressort ,  dans  une  direction  exactement  contraire  à  celle 
du  mouvement.  Soit  donc  F  la  valeur  en  unités  de  poids 
de  TefFort  provenant  de  la  résistance,  c'est-à-dirè  de 
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l'effort  avec  lequel  le  ressort  dont  on  vient  de  parler  se 

trouverait  comprimé.  Le  corps  poussé  par  la  gravité  avec 

l'effort  mg\  repoussé  en  sens  contraire  avec  l'effort  F, 

est  dans  le  même  cas  que  s'il  était  seulement  poussé 

dans  le  sens  de  la  yravité  avec  l'effort  mg — P.  D'où  il 

suit  que  ce  corps  n'acquerra  plus  dans  l'unité  de  temps 

nig — F  F 

la  vitesse  ^ ,  mais  seulement  la  vitesse  — — ^,  ou  e —  ^. 

°  m  ^      m 

D'après  cela,  en  se  rapportant  aii  no  109  et  suivants, 
désignant  par  x  Tespace  parcouru  au  bout  du  temps  t, 
par  u  la  vitesse  acquise  au  bout  du  temps,  en  sorte 

dx 
que  u  B=  -rr-,  on  voit  que  le  mouvement  du  corps  est  assu* 

jetti  à  la  condition 

éPx^  du  F 

di'  '^dt^^^m' 

Lorsque  la  valeur  de  la  résistance  F  sera  donnée ,  aiiissi. 
bien  que  Tétat  initial  du  corps,  on  pourra  toujours 
déduire  de  cette  équation  la  nature  du  mouvement. 

Dans  les  cas  naturels,  l'effort  de  la  résistance ,  désigné 
ci-dessus  pur  F,  dépend  le  plus  souvent  de  la  valeur  de 
la  vitesse  actuelle  u  »  et  peut  être  regardé  comme  une 
fonction  déterminée  de  cette  vitesse.  On  écrira  donc  t(tt)  k 
la  place  de  F,  et  par  conséquent 

du  1 


d'où 


dl=i ,  et  l:=r\^     • , 
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en  désignant  par  U  la  vitesse  initiale  du  corps.  La  rela- 
tion entre  u  et  t  étant  ainsi  obtenue ,  on  déterminera 
ensuite  l'expression  de  X  en  fonction  de  t  en  mettant  à 
la  place  de  u  sa  valeur  en  t  dans  l'équation 


dx^=a,dt^  qui  doone 


=  \  u.dt^ 
JO 


et  quelquefois  il  sera  plus  facile  de  déterminer  x  en 
fonction  de  u,  en  mettâint  k  la  place  de  dt  sa  valeur  en 
u  et  du  dans  la  même  équation ,  ce  qui  donne 

u,du                              ûu        u.du 
et      xat  l 


dj:  = 


i  ' 


Après  l'intégration  on  substituera  si  Ton  veut  à  la  place 
de  K  sa  Valeur  en  t, 

119.  Nous  considérerons  les  foifmes  les  plus  simples 
que  l'on  puisse  admettre  pour  la  fonction  ?  {u) . 

Le  premier  cas  est  celui  où  Ion  poserait f(u)=: A,  la 
lettre  A  désignant  une  constante,  ce  qui  revient  à  dire 
que  la  résistance  consiste  dans  un  effort  constant ,  ind^ 
pendant  de  la  vitesse  du  corps  »  et  dont  la  valeur  en 
poids  est  A.  Le  mouvement  est  alors  conforme  à  ce 
qu'on  a  vu  dans  les  n^  \\k  et  115  ^  pourvu  que  l'on 

substitue  à  la  place  de  ^  la  quantité  jjf .  Ce  mouve- 

ment  est  toujours  uniformément  accéléré;  mais  l'accé- 
lération est  moins  rapide,  et  d'autant  moins  que  la 
masse  du  corps  est  plus  petite. 

1 20 .  Le  second  cas  est  celui  où  I'od  poserait  ^ (tt)= A+Bk, 
l'effort  de  la  résistance  étant  censé  formé  de  deux  parties, 
l'une  constante  et  l'autre  proportionnelle  à  la  vitesse. 
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On  aurait  alors 

.  du 

'^'       A      B      ' 
^      m       m 
dont  l'intégrale  est 

m   J        A      B    \ 

Désignant  par  U  la  vitesse  initiale,  et  par  conséquent 
déterminant  la  constante  de  manière  que  tt=U  quand 
tsO,  il  vient 

m     mg — ^A — BU 
~B  '  mg—K—^u ' 

équation  d'où  Ton  tire 

e  désignant  la  base  des  logarithmes  hyperboliques.  La 

vitesse  s  approche  sans  cesse  de  la  limite  — ^-g — ,  qu'elle 

n'atteindrait  rigoureusement  qu'après  un  temps  infini^ 
mais  dont  elle  diffère  très-peu  après  un  temps  d'autant 
plus  court  que  la  masse  m  est  plus  petite*  Le  mouve- 
ment du  corps  s'approche  donc  sans  cesse ,  et  bientôt 
ne  diffère  plus  sensiblement  d'un  mouvement  uniforme 

dans  lequel  l'espace -^^ —  est  parcouru  dans  l'unité  de 

temps.  On  a  alors  m^ssA+Bii,  c'est-à-dire  que  la  résis- 
tance est  égale  au  poids  du  corps. 
Ou  a  d'ailleurs 
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et  en  intégrant  et  déterminant  la  constante  de  manière 
que  xsO  quand  t  =  6, 

pour  l'expression  de    l'espace  parcouru   au  bout    du 
temps  t. 

121.  Supposons  encore  ç(«)  ==  A*fBM+Ca%  ce  qui  re- 
vient à  regarder  la  résistance  comme  étant  formée  de 
trois  parties ,  lune  constante,  *la  seconde  proportionnelle 
à  la  vitesse ,  la  troisième  proportionnelle  au  quarré  de 
la  vitesse.  On  aura 

ir-_^ ^ m,du 

"*        A      B        C       '■  ^ 

m     m         m  " 

dont  l'intégrale,  {mg—A  étant  supposé  positif) ,  est 

^_  ^  ^1/  BV4C(/wgr-,A)+(B-h2Ctt) 

k^B*+4C(/7igr-A)'  KB*+4C(/wg^— A)-^B+2Ca)^''^''^''  ' 

et  déterminant  la  constante  de  manière  que  l'on  ait  a=U 

quand  t=0, 

m 
rite . . 


^/B•+4C(/llg•-A) 


i 


[»/B'-MC(mgr-A)+(B+2Ca)    ^^B'-htC(/wg^-.A)^(Rf2CU)1 
j/B'+4C(/n^-.A)-(B+2Cii)    j/B"4-4C{mg^-lî)+(B+2CU)  I 

Cette  équation  étant  résolue  par  rapport  à  u  fera  connaî- 
tre la  vitesse  en  fonction  du  temps  f.  On  pourrait  ensuite 
dérerminer  X  en  fonction  de  t  comme  on  l'a  fait  dans  le 
numéro  précédent. 
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I 

183.  Nous  appliquerons  la  soluiion  au  cas  où  Ton  au- 
rait A-=0  et  Bs=0,  c'est-à-dire  où  la  résistance  serait 
simplement  supposée  proportionnelle  au  quarré  de  la 
vitesse  ,  bjrpothèse  qui  diffère  peu  de  la  vérité  lorsqu'il 
s'agit  d'un  corps  grave  tombant  dans  un  fluide  tel  que 
Tair  ou  Teau.. Les  expressions  précédentes  se  réduisent 
alors  à 

m, du 


dt= 


mg — Cl**' 


2  V     ^ 


l 


V    f^  V   ^ 


et  Ton  déduit  de  cette  dernière 


-('-V5) 


0-\/5)''*^"-(-\/ 


mgJ 


La  vitesse  dont  U  représente  la  valeur  initiale  ,  s'appro- 
che continuellement  de  la  limite  y  -^qu'elle  ne  pour- 

C 

rait  atteindre  rigoureusement  qu'après  un  temps  infini , 
mais  dont  elle  ne  diffère  pas  sensiblement  après  un  temps 
limité ,  et  d'autant  plus  court  que  la  masse  m  est  plus 
petite.  On  a  alors  Ctt*=mg";  c'est^à*dire  quela  résis- 
^  tance  est  égale  au  poids  du  corps.  Ce  mouvement  a  le, 
Inème  caractère  que  celui  du  n^  120. 
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L'équation  dx=sudt  donne  ici ,  en  mettant  pour  dt  sa 


Taleur  en  u , 


rfx= 


u,du 


m 


et  tfi  intégrant  et  déterminant  la  constante  de  manière 
'quexs=zO  quand  u=U, 

G 


m 


1— U* 


mg 


1— a 


mg 


Si  Ton  substitue  dans  cette  expression  pour  u  sa  valeur 
précédente  en  f ,  il  viendra 


JC:= 


m 


i+U 


V     ^/ 


\  a        m. 


i'-v^y 


123.  Si  Ton  supposait  nulle  la  vitesse  initiale  désignée 
par  U,  on  aurait  simplement 

%     /  mff  e  m  —  i 

e         m  +1 
et 


ou 


bien 


-i'i 


.  m. 


-^'N/ï-'J 


i 
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ci  lorsque  le  temps  t  aura  acquis  une  certaine  valeur, 
cette  deroière  formule  ne  différera  pas  sensiblement  de 


"^\/ï-} 


ou 


=  \/?'-  -c"- 


124.  Tout  ce  qui  a  été  dit  depuis  le  n^'  117  se  rapporte 
au  cas  d'un  corps  pesant  qui  tombe  en  cédant  à  Faction 
de  la  gravité,  et  au  mouvement  duquel  est  opposée  une 
résistance  dirigée  en  sens  contraire  de  cette  action.  Si 
l'on  considérait  le  cas  d'un  corps  qui  aurait  été  lancé  ver- 
ticalement de  bas  en  haut,  la  résistance  serait  alors  di- 
rigée dans  le  même  sens  que  la  gravité,  et  il  faudrait 
changer  dans  les  formules  les  signes  des  termes  quirepré- 
sentent  la  valeur  de  cette  résistance. 

Dans  le  cas  du  n<>  120 ,  il  viendrait  alors ,  les  x  étant 
comptées  maintenant  de  bas  en  haut, 

du 


dt^^ 


g-^ 


B     ' 


m     m 


^  m    iMg'+A+BU 

^B  *    wigr+A+Bi*  ' 


U=:(U- 


f^^)e 


B 

1 

m 


B 


mg+A 


B 

1^ 

m 


La  vitesse  diminue  progressivement ,  et  devient  nulle 
après  un  temps  dont  la  valeur  est 

mg+ A+BV 


B' 


mg+A 


i 
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125.  Dans  le  cas  du  n*  122 ,  où  la  résistance  est  sim- 
plement proportionnelle  au  quarré  de  la  vitesse ,  on  a , 
les  X  étant  comptées  de  bas  en  haut ,, 

m,du 


til=z 


mg^Cu 


.t  j 


dont  l'intégrale  est 

t=const, — \  /  r^.  arc.  tang.  w\/    • 

et  en  appelant  U  la  vitesse  initiale. 


-V. 


Ç^arc.tang.     ^^^u    ' 


On  en  dédait 


Cer) 


u^\/ftang.  1  arc  tang.  U  \/ ^-t\/ 

La  vitesse  diminue  progressivement,  et  devient  nulle 
après  un  temps  dont  la  valeur  est 


v^ 


arc  tang. 


V. 


On  a  ensuite  pour  déterminer  l'espace  parcouru 

u,du 


dx^s — 


C 


u' 


m 


d  où  l'on  déduit 


La  liautcur  à  ]a<^uelle  s'élève  le  mobile  est 


io:i 


2C   V       OTff      J 


mg 

En  mettant  à  la  place  de  u  sa  valeur,  on  trouve  pour 
Texpression  de  xen  fonction  de  £, 

126.  Nous  pouvons  considérer  encore  un  cas  plus 
simple  que  les  précédents ,  celui  d'un  corps  lancé  suivant 
une  direction  quelconque  dans  un  milieu  résistant ,  et 
qui  ne  serait  pas  soumis  à  l'action  de  la  gravité. 

Si  la  résistance  est  simplement  proportionnelle  à  la 
vitesse,  il  suffira  de  supposer  ^=0  et  A==0  dans  les 
formules  du  n^  120  ou  dans  celles  du  n'^  12&.  On  trou- 
vera ainsi 

B 


=  =Tl(.-.     »)• 


La  vitesse  décroit  très-rapidement  avec  le  temps,  et 
quoiqu'elle  ne  devienne  rigoureusement  nulle  qu'après 
un  temps  infini  »  l'espace  que  le  corps  peut  parcourir 


m 


est  limité  et  ne  peut  surpasser  <=  U. 

127.  Si  la  résistance  est  proportionnelle  au  quarré 
de  la  vitesse,  on  aura 

,  m.du 

d'où  Ton  déduit 


—  io3  — 

m  fi      i\ 

u 
eu     ' 

—  /+! 
m 

"»  /eu    A 

La  vitesse  décroît  avec  le  temps,  et  finit  par  deyenir 
nulle  après  un  temps  infini  ;  néanmoins  l'espace  par- 
couru par  H  corps  n'est  pas  lin[iité ,  comme  il  Test  dans 
le  cas  précédent. 

Mouveme/U  rectiligne  d'un  corps  gratte  au-dessus  et  au-des- 
sous de  la  surface  de  la  terre^  en  ayant  égard  à  la  varia- 
tion de  la  gravité. 

128.  La  force  avec  laquelle  un  corps  est  attiré  vers  lé 
centre  de  la  terre ,  et  qui  résulte  de  l'action  de  la  gra- 
vité ,  peut  être  supposée  constante  dans  la  plupart  des 
applications  de  la  mécanique ,  pourvu  que  l'on  attribue 
à  cette  force  la  valeur  qu'elle  présente  effectivement  dans 
le  lieu  de  la  terre  où  l'on  se  trouve.  Non-seulement  cette 
valeur  varie  suivant  les  lieux ,  mais  déplus»  dans  cha- 
que point ,  elle  décroît  »  à  mesure  qu'on  s'élève  au-dessus 
de  la  surface  de  la  terre,  dans  le  rap{K)rt  des  quarrés  des 
distances  au  centre  ;  elle  décroit  également ,  à  mesure 
qu'on  s'abaisse  au-dessous  de  la  surface,  daus  le  rap- 
port des  distances  au  centre.  Nous  considérerons,  en 
ayant  égard  à  ces  variations ,  le  mouvement  d'un  corps 
pesant  qu'on  laisserait  tomber  d'une  hauteur  donnée  au^ 
dessus  de  la  surface  do  la  terre. 


*       •  ' 


#  ^ 
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_    Nous  avons  ici  pour  1  équation  du  mouyement ,  le  corp» 
étant  au-dessus  de  cette  surface  , 


K 


Dans  cette  équation  : 

g  est  la  vitesse  imprimée  aux  corps  pesants  dans  Tunité 

de  temps  par  la  gravité  à  la  surface  de  la  terre  f 

10,000,000'" 
Aie  rayon  terrestre  =  — — • — =6366198"»? 

2 

a  la  distance  initiale  du  mobile  au  centre  de  la  terre  ; 
X  l'espace  parcouru  par  le  corps ,  au  bout  du  temps  t, 

compté  de  baut  en  bas. 
Multipliant  les  deux  membres  par  dx  ,  et  intégrant,  il 
vient 


+consl.; 


ou ,  en  appelant  u  la  vitesse  au  bout  du  temps  t, 

R*   ' 
tt*Œs  ag^.  ■       4-  consi. 
7^  a — X 

Si  la  vitesse  initiale  est  nulle,  on  a  en  même  temps  xsO, 
u=iO  :  cette  équation  devient  alors 


tt^=2g"j: 


R" 


a[a — x) 


a*         1 
ou    j:=  —'"^ — 


2^R;      j£J 

a*       Qga 


129.  DeTéquation 


rdx\jugJVx 


a[a — j:)' 


**  t 


I 
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Où  tire 


*=V^^\/?'. 


dont  l'intégrale  est 


-V^{y^ 


ax — x'+  —  arc  cos. 

2  a 

La  constante  est  nulle  parce  que  l'on  suppose  l'espacé  x 
compté  à  partir  du  point  de  départ  du  corps. 

130.  Le  corps  arrivera  à  la  surface  de  la  terre  quand 
on  aura  x=ii — ^R ,  ce  qui  donnera 


«•=2ff(a-R).5, 


Vé=K<^ 


R)R-H:  arc  cos. 


âA 


2  a 


131.  Lorsque  le  corps  descend  au-dessOus  de  la  sur- 
face l'équation  du  mouvement  est 

JCx  ^     R— j: 

■^■"^     R    ' 

X  représentant  la  distance  du  corps  à  la  surface  de  la 
,  terre,  au  bout  du  temps  f ,  comptée  de  haut  en  bas 
Multipliant  les  deux  membres  par  dx ,  et  intégrant , 
on  a 

f^V=Cf2Rx-x' 


ou 


»•=  f  (2Rx-.x")-f-  const. 


.•    ♦ 


*« 


A' 


tf 


4 


> 


I 


f    * 


4       \ 


** 
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SiU  désigne  la  Tiiesse  du  corps  à  rinstant  où  il  part  de 
la  surface  de  la  terre ,  et  où  l'on  a  x  =  0 ,  cette  équation 
devient 

*  a 


139.  De  l'équation 


on  déduit 


^=r 


dx 


Y/u'+ar— f^ 


dont  l'intégrale  est 


-VI 


arc  cos 


const,; 


et  si  le  temps  t  est  compté  à  partir  du  moment  où  le 
corps  part  de  la  surface  de  la  terre ,  et  où  Ton  a  x  =  0 , 
cette  formule  devient 

133.  Considérons  le  cas  où  le  corps  part  de  la  sur- 
face de  la  terre  avec  une  vitesse  initiale  nulle.  On  a 
alors 

«•=2g-x-Ç',      et      x=R(l±Y/i-^) 


V^ 


arc  co§.     -^'    ,    cl      Xi 
g  tt 


:R(l-COS,/Y/|ji 


i       ' 


u 
arcsm. 
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et  en  égalant  ces  deux  valeurs  de  x, 

Le  corps  partant  de  la  surface  de  la  terre  avec  une  yi- 
tesse  nulle  a  acquis ,  quand  il  est  parvenu  au  centre,  la 
vitesse  )/gK\  et  comme  l'équation  posée  n*  131  con- 
vient également  au  cas  où  le  corps  se  meut  en  s'éloignant 
du  centre ,  et  où  a;  est  supposé  >>  R,  on  reconnaît  que  le 
corps  animé  de  cette  vitesse  dépassera  le  centre,  et  se 
mouvant  avec  une  vitesse  décroissante  atteindra  le  point 
opposé  de  la  surface  de  la  terre  à  l'instant  où  cette  vi- 
tesse sera  devenue  nulle.  L'action  de  la  gravité  lui  im- 
primera alors  en  sens  contraire  un  mouvement  pareil 
à  celui  qu'elle  venait  de  lui  communiquer,  et  en  vertu 
duquel  ce  corps  se  trouvera  ramené  à  son  poi&t  de  dé- 
part qu'il  atteindra  également  avec  une  vitesse  nulle. 
Le  mouvement  du  corps  consistera  donc  dans  une  suite 
indéfinie  d'oscillations,  dans  lesquelles  le  diamètre  de 
la  terre  sera  parcouru  alternativement  en  sens  opposés. 
La  plus  grande  vitesse  a  lieu  quand  le,  corps  passe  au 
centre  ,  et  cette  quantité  varie  avec  le  temps^  suivant  une 
loi  exprimée  par  les  valeurs  du  sinus.  L'intervalle  de 
temps  nécessaire  pour  parcourir  le  diamètre  delà  terre, 
c'est-à-dire  la  durée  d'une  demi-oscillation ,  se  connaît  en 
posant 

8in.^y^|=0,     ou     t^ ^^,     d'où    teTry^p 

-n  désignant  la   demi -circonférence  dont  le  rayon    est 
l'unité. 


«      1 


:•    ^ 
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*        VIII.  Equations  gékébales  du  mouvement  d'un  point 

*  MATÉRIEL  LIBRE,  SOLLICITÉ  PAR  DES  FORCES  QUELCONQUES. 

13&>.  Dans  les  questions  qui  viennent  d'être  résolues, 
le  mouvement  du  point  matériel  était  rectiligne ,  i>arce 
que  Ton  a  supposé  ce  point  lancé  dans  la  direction 
même  de  la  pesanteur,  et  parce  que  les  résistances 
ont  été  regardées  comme  des  actions  dirigées  en  sens 
*  contraire  du  mouvement.  Nous  considérerons  main^- 
tenant  le  <^$  général  où  un  corps  serait  soumis  à  Tac* 
tion  de  forces  quelconques  dont  les  intensités  et'  les  di- 
rections peuvent  varier  avec  le  temps  et  avec  la  position 
de  ce  corps. 

Nous  avons  ei^pliqué  dans  les  n«*  103,  lOfc,  1Ô5,  106 
et  117  comment  les  forces  étaient  définies  et  évaluées-. 
Nous  considérons  ici  des  forces  dont  Faction  est  conti- 
nue, telles  que  la  gravité.  Il  serait  possible  que  cette 
action  ne  s'exerçât  que  pendant  un  temps  très-court  :  ce 
sera  une  circonstance  particuKère  à  laquelle  on  aura 
égard  dans  les  cas  où  elle  se  présentera.  Nous  dirons  d'ail* 
leurs  que ,  dans  la  nature ,  aucune  action  n'est  rigou- 
reusement instan^née.  Lorsqu'on  considère  de  telles 
actions ,  c'est  par  une  abstraction  purement  mathéma- 
tique ,  dont  il  n'est  pas  question  dans  cet  article.  Il  y  a 
deux  manières  de  définir  une  force,  soit  en  donnant  en 
unités  de  poids  Teffort  qu'elle  exerce  contre  le  corps , 
soit  en  donnant  en  unités  de  longueur  la  vitesse  qu'elle 
peut  imprimer  à  une  certaine  masse  dans  Tunité  de 
temps  ;  nommant  P  l'effort  exercé  et  g  la  vitesse  que  la 
force  pourrait  imprimer  dans  l'unité  de  temps  à  un  corps 
dont  la  masse  est  m,  il  existera  nécessairement  entre  ce» 


t 
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quantités  la  relation  P=mg.  Quant  à  la  direction  de 
la  force  ,  on  la  détermine  »  comme  on  l'a  vu  no  20 ,  en 
donnant  les  angles  que  cette  direction  forme  avec  trois 
axes  rectangulaires  fixes. 

Nous  avons  également  expliqué  n"  108  la  manière 
dont  on  exprimait  la  nature  du  mouvement  -td'un 
corps ,  en  déterminant  sa  position  à  chaque  instant  par 
les  valeurs  de  trois  coordonnées  rectangulaires  qui  sont 
regardées  comme  des  fonctions  variables  du  temps. 

135.  Le  mouvement  que  prend  un  corps  résulte  néces- 
sairement :  l""  de  la  vitesse  initiale  avec  laquelle  il  a  été 
lancé  dans  Tespace ,  2"*  des  actions  exercées  sur  ce  corps 
par  les  forces  auxquelles  il  est  soumis.  La  question  con- 
siste à  déterminer  le  mouvement  du  corpsf  lorsque  la 
vitesse  initiale  et  les  forces  sont  données.  Quelquefois 
aussi  Ton  considère  le  problème  inverse,  c'est-à-dire 
que  le  mouvement  du  corps  étant  donné,  on  demande 
quelle  vitesse  inititile  lui  a  été  imprimée,  et  quelles 
senties  forces  dont  il  a  ressenti  l'action. 

L'analyse  différentielle  est  éminemment  propre  à  la 
résolution  de  ces  questions,  parce  qu'elle  donne  le  moyen 
d'exprimer  immédiatement  des  relations  générales  tou- 
jours subsistantes  entre  les  fonctions  du  temps  qui  re- 
présentent les  coordonnées  variables  du  point  matériel 
et  les  valeurs  des  forces.  On  a  ainsi  des  équations  diffé- 
rentielles du  secos^^d  ordre  qui  doivent  être  intégrées, 
et  dont  les  intégrales  se  complètent  par  la  considération 
partic^lière  et  spéciale  de  la  position  et  de  la  vitesse  ini- 
tiales du  poii^t  matériel. 

136.  Considérons  un  point  matériel  en  mouvement , 
dont  la  masse  est  m ,  et  désignons  par  Xyj-,z  ses  di- 


•». 
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stances  k  trois  plans  rectangulaires  fixes  au  bout  du 
temps  £.  Le  '^mouvement  de  ce  point  sera  donc  défini  » 
conformément  à  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus ,  par  trois 
équations  telles  que 

^=9W,     ^=^^(0.      z='^s^(0, 

f,  4^  et  «2^  étant  des  signes  de  fonctions  ;  et  si  Ton  élimine 
t  de  ces  trois  équations,  il  restera,  entre  les  coordonnées 
Xy  J'y  z,deux  équations  qui  appartiendront  éridemment 
à  la  ligne  droite  ou  courbe  décrite  par  le  mobile.  Il  s'agit 
de  reconnaître  la  nature  du  mouvement  représenté  par 
c«s  trois  équations,  c'est-à-dire  quelles  sont,  à  la  fin  du 
temps  quelconque  t ,  la  direction  de  la  ligne  décrite  par 
ie  point  matériel  et  sa  vitesse ,  et  quçlles  sont  la  direction 
de  la  force  qui  lui  est  appliquée  et  l'intensité  de  cette 
fofee. 

187.  Supposons  d'abord 

les  lettres  A,B>G,  a^h^c  désignant  des  constantes.  Il  est 
visible  que  A,B,G  sont  les  trois  coordonnées  du  lieu  où 
se  trouve  le  point  matériel  à  l'instant  où  l'on  conunence 
'*  à  compter  le  temps  t  ;  et  l'on  n'ai  térera  pas  le  phénomèn  e 
en  transportant  dans  ce  lieu  l'origine  des  coordonnées , 
ce  qui  permettra  d'écrire  les  équations  plus  simples 

a:=a/,      y=ibt^       z=^ct. 

Elles  indiquent  que  les  trois  projections  du  point  ma- 
tériel sur  les  axes  se'meuvent  sur  ces  axes  d'un  mouve- 
ment uniforme  dont  les  constantes  a,  i,  c  représentent 
les  vitesses. 
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De  plus  on  en  déduit ,  en  éliminant  t, 


a 


c 
a 


pour  les  équations  de  la  ligne  décrite  par  le  point  ma- 
tériel. Cette  ligne  est  donc  droite  ,  et  ses  projections  sur 
les  plans  des  or^  et  des  xz  forment  avec  l'axe  des  x  des 
angles  dont  les  tangentes  sont  représentées  respective- 

b         c 
ment  par —  et  —  La  distance  du  point  matériel  àTo- 
*       a         a 

rigine  des  coordonnées  à  la  fin  du  temps  t  est 


d'où  l'on  conclut  que  ce  point  se  meut  en  ligne  droite 

d'un  mouvement  uniforme  dont  la  vitesse  est  \/ a*r^b*-\<:\ 
Enfin  ]a  direction  du  mouvement  du  point  matériel 

forme  ayec  les  axes  des  x,  des  y  et  des  z  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  respectivement 

a  b  c 

.  Le  point  matériel  se  mouvant  d'ailleurs  en  ligne  droite, 
d'un  mouvement  uniforme ,  il  est  visible  qu  aucune  force 
ne  sollicite  ce  point  :  sa  vitesse  actuelle  lui  a  été  impri- 
mée avant  l'instant  d'où  l'on  commence  à  compter  le 
temps. 

138.  On  voit  par  ce  qui  précède  comment  les  trois 
vitesses  a,  b,  c  du  corps  dans  le  sens  de  chaque  axe 

forment  la  vitesse  effective  de  ce  corps  Va*+b^^c\  Les 
trois  vitesses  a,by  tf  Cuvent  être  regardées  eomineles 


1  r 


4. 
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composantes  delà  vitesse  du  corps,  et  réciproquement 

la  vitesse  |/^z*+^'+c'*  est  la  résultante  Aes  trois  vitesses 
a,  by  c.  Les  vitesses  se  composent  et  se  décomposent  sui* 
vant  les  mêmes  lois  que  les  forces  dans  la  statique , 
ainsi  que  cela  résulte  évidemment  de  ce  qui  vient  d^étre 
exposé. 

En  effet ,  Y «V  représentant  deux  vitesses  dans  le  sens 
de  deux  lignes  qui  forment  avec  trois  axes  rectangulai- 
res les  angles  a,  6,  7,  et  ft ,  ^'y/,  on  peut  les  regarder 
comme  l'équivalent  de  trois  vitesses  dirigées  suivant  ces 
axes,  et  dont  les  valeurs  sont  respectivement  V  cos.  a, 
Vcos.6,  V  COS.7  pour  la  première,  et  V'cos.a,  Vcos. €', 
'  Vcos.  y  pour  la  seconde.  Soit  U  la  vitesse  résultante ,  et 
>,fjiyvles  angles  que  sa  direction  forme  avec  les  axes. 
Cette  vitesse  U  sera  également  équivalente  à  trois  vi- 
tesses dirigées  suivant  les  axes  et  représentées  par 
Ucos.>,  Ucos.fi,   Ucos.v.  Donc  on  aura 

U  cos.>  =Vcos.a+V'cos.a , 
U  cos.p=Vcos.6+V'cos.e', 

U  COS.v  =r VCOS.7  +V'C0S.7'; 

relations  d'où  Ton  conclut  facilement  que  la  vitesse  U 
est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  dia- 
gonale du  parallélogramme  construit  sur  les  vitesses 
YetV. 

139.  Considérons  maintenant  les  expressions  géné- 
rales 

et  proposons  -nous  d'abord  de  trouver  lexpression  de  la 
vitesse  du  point  matériel  au  bout  du  temps  ty  et  In  di- 
rection du  mouvement  de  ce  point.  Il  résulte  du  n^  109 
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qu'en  désignant  respectivement  par  u,  u,  iv  les  vitesses 
des  projections  du  point  matériel  sur  les  axes  des  x,  des 
y  et  des  2  à  la  fin  du  temps  £,  on  aura 

dx  dy  dz 

A'  A  '  dl 

don  dLv  dz 
les  coeiBcients  différentiels  «-7-9  -v->  -r-  étant  déduits  des 

dt  dt  dt  , 

équations  précédentes.  Or  la  vitesse  du  point  matériel 
à  la  fin  du  temps  t  n'est  autre  chose  que  la  vitesse  résul- 
tante des  trois  vitesses  » ,  1^,  w.  Donc  cette  vitesse  est 
exprimée  par 

\/(i)MfMiy. 

s 

1 

conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  les  numéros  précé- 
dents ;  et  la  direction  de  la  ligne  décrite  forme  avec  les 
axes  des  X,  des  y  et  des  Zy  dans  le  lieu  où  le  point  maté- 
riel est  situé  à  la  fin  du  temps  t ,  des  angles  dont  les 

cosinus  sont  respectivement 

dx 

Idi 


\/(ï)Mi)^(î)- 


dl 


V.m*  ^ti-  (^')" 


dz 
dl 


vm-mAi) 


8 
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140.  Proposons-nous  en  second  lieu  de  connaître  la 
grandeur  et  la  direction  de  la  vitesse  acquise  dans  l'unité 
de  temps ,  à  la  fin  du  temps  t ,  par  le  point  matériel , 
et  par  conséquent  la  forcepar  laquelle  ce  point  est  sol- 
licité. Il  est  visible ,  d'après  les  principes  employés  dans 
]es  n<"  109  et  110,  que ,  pour  connaître  la  vitesse  cher- 
cbée ,  il  faut  considérer  l'altération  subie  par  le  mouve- 
ment du  point  pendant  le  temps  infiniment  petit  dt* 
Or  la  vitesse  acquise  pendant  l'instant  dt  qui  suit 
le  temps  t  n'est  autre  chose  que  la  vitesse  qui ,  étant 

composée  avec  la  vitesse  actuelle  ^^u'+^'-hv'j  donnerait 
la  vitesse  qui  a  lieu  à  la  fin  du  temps  t+dt»  Donc  les  com- 
posantes dans  le  sens  des  axes  des  x,  desy  et  des  z  de  cette 
vitesse  acquise  pendant  l'élément  dt  ne  sont  autre  chose 
que  les  accroissements  des  vitesses  u,  u,  iv,  qui  ont  lieu 
pendant  cet  élément  du  temps ,  c'est-à-dire  du^  du^  dw. 

du  du  dw 
On  en  conclut  que  —,  — »  --7-  représentent  respective- 
ment les  composantes  dans  le  sens  de  chaque  axe  de  la 
vitesse  que  le  point  matériel  acquiert  dans  Tunité  de 
temps,  à  la  fin  du  temps  t.  La  valeur  de  cette  vitesse 
est  donc  exprimée  par 

\/(f)MfMir. 

ou  ^ 

le  temps  t  étant  pris  pour  la  variable  indépendante;  et 
sa  direction  forme  avec  les  axes  dea  x,  des  y  et  des  z  des 
angles  dont  les  cosinus  sont  respectivement 
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dt 


VI 


iMiMiy- 


MiMiaM^a-a— ^b**^  9 


v/(#M?wir 


de 


Vi 


Si  l'on  représente  par  m  la  masse  du  point  matériel  ^ 
la  quantité  de  mouvement  acquise  par  ce  point  dans 
i^unité  du  temps,  à  la  fin  du  temps  t,  est  donc 


m 
ou 

m 


\/(3)"'(s)'-(S-. 


et  conformément  aux  n^^  103  et  suivants^  oe«  expi^esMoiis 

représentent  en  unités  de  poids  TeSort  exercé  à  la  fin  da 

temps  t  par  la  force  qui  sollicite  le  point  matériel.  La 

direction  de  cet  eflbrt  forme  avec  les  axes  des  angles  dont 

les  cosinus  sont  donnés  par  les  expressions  précédentes. 

On  rèmarquem  d  ailleurs  que  cet  efiort  équivaut  à  trois 

autres  qié  seraient  dirigés  respectivenwnt  dans  le  sens 

des  axes  des  x,  des  y  et  des  x,  et  dont  les  valeur»  seraient 

respectivement 

du       dv        dM/ 

dt^       dt  dt 
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6  - 


/  d*x      dy       iFz 

ou  m   _..m— ,   m  —  . 

Ainsi  ces  expressions  donnent  en  général  les  composantes 
dans  le  sens  des  axes  des  efforts  exercés  sur  le  point  ma- 
tériel. 

Ifcl.  Les  résultats  qui  viennent  d'être  exposés  per- 
mettent d  établir  facilement  dans  tous  les  cas  des  équa- 
tions exprimant  les  relations  existantes  entre  les  valeurs 
des  forces  qui  impriment  ou  modifient  le  mouvement 
du  point  matériel  »  et  les  fonctions  du  temps  par  lesquel- 
les les  espaces  parcourus  en  vertu  de  ce  mouvement 
sont  représentés.  Supposons  en  effet  qu'un  point  maté- 
riel dont  la  masse  est  m  soit  soumis  à  l'action  de  plusieurs 
forces,  et  iniaginons  chacune  de  ces  forces  décompo- 
sée en  trois  autres  dirigées  parallèlement  aux  axes  desx^ 
desj*  et  des  ^.  Les  composantes  dirigées  dans  le  sens  de 
chaque  axe  s'ajontant  entre  eUes,    toutes   les  fbrces^ 
seront  réduites  à  trois  forces  rectangulaires,  et  en  don- 
nant pour  chaque  instant  ces  trois  forces,  les  actions 
par  lesquelles  le  point  matériel  est  sollicité  se  trouve» 
ront  entièrement  définies.  Nous    représenterons   par 
X,  Y,  Z  les  valeurs  exprimées  en  unités  de  poids   des 
efforts  exercés  à  la  fin  du  temps  t  sur  le  point  matériel  » 
en  vertu  de  l'action  des  trois  forces  dont  il  s'agit ,  dans 
le  sens  des  x,  des  y  et  des  z.  Les  quantités  X,  T,  Z  doi- 
vent être  regardées  en  général  conune  des  fonctions 
dépendantes  du  temps  et  des  coordonnées  Xf  y,  z  qui 
fixent  la  position  actuelle  du  point  matériel/'On  aura 
donc,  conformément  à  ce  qu'cm  a  vu  dans  le  numéro 
précédent ,  les  trois  équations 

«."^•^-Y  «'^'-^-Y  n."^"-^! 

"^3^=^'        '"S?"-^'        ""dê"^' 


—  117  — 

qui  expriment  les  conditions  générales  du  mouvement 
de  ce  point. 

Ces  équations  peuvent  également  s'écrire 

£x_  X  £>      Y  ^_? 

df        m*  dt        m^  dt      m^ 

X  Y  Z 

et  il  est  visible  que  les  quantités  — ,— >  —  sont  les  valeurs 

m  m  m 

des  vitesses  que  pourraient  imprimer  dans  Tunité  de 

temps  au  point  matériel  les  trois  forces  par  lesquelles 

il  est  sollicité.  Par  conséquent ,  lorsque  tes  forces  seront 

données  en  exprimant  les  vitesses  qu'elles  sont  capables 

d'imprimer  dans  l'unité  de  temps  au  point  matériel , 

les  équations  générales  du  mouvement   s'obtiendront 

en  égalant  respectivement  les   coefficients  différentiels 

-TT  >  -ri  I  -rr  siux  vitesses  que  les  forces  agissant  sur  le 
di'    de    de  ^  ^ 

point  matériel  lui  impriment  dans  l'unité  de  temps  dans 
le  sens  des  x ,  des  /  et  des  z. 

Propriétés  générales  du  mouifement  d'un  point  matériel,  — 
Conservation  du  mouvement  rectiligne 

lih2.  Les  équations  du  mouvement  d'un  point  maté- 
riel expriment  diverses  propriétés  ou  principes  généraux 
dont  la  considération  est  très-importante ,  surtout  lors- 
qu'on les  étend  »  comme  cela  sera  fait  par  la  suite ,  au 
mouvement  d'un  système  formé  de  plusieurs  points 
matériels  assujettis  les  uns  aux  autres,  et  sollicités  par 
des  forces. 

Supposons  en  premier  lieu  qu^aucune  force  ne  soit 
appliquée  au  point  matériel  :  les  équations  dont  il  s'agit 
se  réduiront  à 
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d'à:    ^         rfV     ^  d^      ^ 

-Â^=0'       ^=»'  2?=*^ 

d'où  Ton  déduit  en  intégrant  une  première  foitf 
dx  dj"     ,  dz 

■3F*^'  -=.:^  --=^' 

ai^,c  désignant  des  constantes  arbitraires.  On  en  Qon« 
dut  qu'aucune  force  n'étant  appliquée  au  point  matériel^ 
ses  trois  vitesses  dans  le  sens  de  chaque  axe,  dont  a,5,e 
représentent  les  valeurs,  sont  constantes  ;  d'où  il  suit  que 
ce  point  se  n^eut  en  ligne  droite  d'un  mouvànent  uni-* 
forme. 

Une  seconde  intégration  donne 

x=A+ai^     jr=Cf6^,      »5=C-H:r, 

A,B,G  désignant  trois  nouvelles  constantes  arbitraires 
qui  représentent  évidemment  les  coordonnées  de  la  posi*< 
tion  du  point  matériel  (XMrrespondant  à  i=xo.  Si  l'on  sup- 
posait a=o^  b=Oy  cs=Oy  les  valeurs  x,jr,z  se  réduiraient 
aux  trois  constantes  A,B,G. 

Ces  résultats  n'apprennent  ici  rien  de  nouveau  :  on 
vérifie  seulement  que  les  équations- générales  expriment, 
comme  cela  doit  être ,  la  propriété  des  corps  désignée 
dans  le  n""  102  par  le  mot  d'inertie. 

Conscfvatiûndmmpupemênideroiatîùn.  Principe  des  airet 4 
14S«  Reprenons  les  trois  équations 


m 


étx  d'y  ^^     fw 

dt  dt         ^  dt* 


on  en  déduira  facilement  les  suivantes , 
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m-i^ — «Xr— Yx, 

xrfV-;MPx 

3? «MV-A»,     I 


lesquelles  peuvent  s'écrire 


dû  ' 

dV 

« 

Or,  les  derniers  membres  de  ces  équations  seront  nuls 
dans  deux  cas  :  1*^  les  forces  X,T,Z  sont  nulles,  connne 
on  Ta  supposé  dans  le  n^  précédent  ;  2«  si  la  force  qui 
sollicite  le  point  matériel,  et  dont  X,Y,Z  sont  les  com^ 
posantes  dans  le  sens  des  axes,  est  constamment  dirigée 
Ters  f  origine  des  cocmlonnées  (comme  cela  aurait  lieu  si 
cette  force  était  le  résultat  d'une  attraction  ou  d'une  ré^ 
pulsion  émanant  de  ce  point).  En  admettant  donc  que 
Ton  soit  dans  Tun  ou  l'autre  des  cas  dont  il  s'agit,  les 
équations  précédentes  se  réduiront  à 

d{ydx — xdjr) d(xdz — zdx) d{zdy''^dz) 

de  ^'  de      -"'  de  ^' 

et  intégrant  une  première  fois ,  on  en  déduira 

ydx — xdy  xdz — ztLx:  idy-^dz      . 

dt  dt  ^  dt 

n,l,m  désignant  des  constantes  arbitraires. 
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On  conclut  immédiatement  de  ces  équations  que  la 
ligne  décrite  par  le  point  matériel  est  alors  comprise 
dans  un  plan  passant  par  Torigine  des  coordonnées  ;  car 
si  on  les  ajoute  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
par  z ,  ^  et  x ,  il  viendra 

Osrte+m^+nz, 

/ 

relation  à  laquelle  les  coordonnées  du  point  matériel 
doivent  constamment  satisfaire. 

Considérons  de  plus  la  ligne  droite  tracée  dans  ce 
plan ,  de  Torigine  des  coordonnées  au  point  dont  les  co- 
ordonnées sont  x^,z,  et  où  le  point  matériel  est  situé  à 
la  fin  du  temps  e.  Désignons  par  r  la  longueur  à  la  fin  du 
temps  t  de  la  ligne  d<mt  il  s'agit,  dont  la  direction  change 
à  chaque  instant  par  l'effet  du  mouveqient  du  point  ma- 
tériel ,  et  que  l'on  ncMnme  rayon  uecteur.  Soit  ££»  Fangle 
infiniment  petit  compris  entre  les  positions  du  rayon 
vecteur  qui  ont  lieu  à  la  fin  du  temps  t  et  du  temps 
,  t-\^,  La  longueur  de  ce  rayon  devient  r-|-d!r  à  la  fin  du 
temps  t-^dtf  et  si  l'on  désigne,  par  ds  l'arc  décrit  par  le 
point  matériel  dans  l'élément  du  temps  ^^  on  aura  évi-' 
demmentr.'^&>'=d!i* — Jr^^ou 

.  ,     r^ds* — (xdx-H'dr+zdzy 
ao>  = ~r . 

Or,  l'aire  triangulaire  infiniment  petite  décrite  dans  l'es- 
pace par  le  rayon  vecteur  r  pendant  l'élément  du  temps 

dt  est  -  r.^doi  i  donc  la  valeur  de  cette  aire  est 

1     /. 

~  V  r*d5^--[xdx-{'j^dy+zdzy. 
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expression  qui  revient  à 


-  V  (ydx—xdyf+(xdsb — zdxy-\-{zdy—^dzf , 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  si  le  rayon  r  se  trouvait  di- 
rigé dans  le  plan  des  ocj^  des  xz  ou  des  yz^  cette  formule 

1  i 

générale   donnerait  -  \y^dx — xdy)^  -  (xdz'—zdx)   ou 

-  (zdjr—jrdz)  pour  les  aires  que  ce  rayon  décrirait  alors 

dans  ces  plans  pendant  le  temps  dt  ;  ou ,  si  l'on  veut , 
ces  trois  quantités  réprésentent  respectivement  les  aires 
décrites  pendant  le  temps  dt  sur  les  plans  des  xy  ,  des 
xz  et  des  jrz  par  les  projections  du  rayon  vecteur  sur  ces 
mêmes  plans.  Ainsi ,  nous  trouvons ,  comme  cela  doit 
être,  que  l'aire  décrite  dans  l'espace  par  le  rayon  vecteur 
dirigé  au  point  matériel  est  égale  à  la  racine  carrée  de  la 
somme  des  carrés  des  trois  projections  de  cette  aire  sur 
les  plans  coordonnés. 

Mais  il  résulte  des  équations  obtenues  ci-dessus  que 

les  rapports  des  projections  de  l'aire  élémentaire  -r^.dtù 

sur  les  plans  coordonnés  à  l'élément  du  temps  dt  con- 
servent toujours  des  valeurs  constantes.  Donc  cette  aire 
elle-même  conserve  au^si  avec  l'élément  du  temps  dt 
pendant  lequel  elle  est  décrite  un  rapport  constant.  Ainsi 
l'on  conclut  de  ce  qui  précède  que  lorsqu'un  point  maté- 
'  riel  en  mouvement  n'est  soumis  à  l'action  d'aucune  force, 
ou  n'est  spllicité  que  par  une  force  quelconque  émanant 
d'un  centre  fixe ,  ce  point  se  meut  constamment  dans  un 
plan  passant  par  ce  centre  fixe ,  de  manière  (Jue  le  rayon 
vectâOi  dirisré  du  centre  fixe  sur  le  point  mobile  décrit 
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des  aires  ^ales  en  temps  égaux.  Les  constantes  n»m,/ 
représentent  les  doubles  des  aires  décrites  dans  chaque 
unité  de  temps  par  les  projections  du  rajon  vecteur  sur 
les  plans  des  x^,  des  xz  et  des  yz^  et  l'aire  décrite  par  le 
rayon  vecteur  même  dans  l'unité  de  temps  est 

Les  connus  des  angles  formés  avec  les  axes  des  x ,  des  y 
et  des  z  par  la  normale  au  plan  dans  lequel  se  meut  le 
point  matériel  sont  représentés  par 

i  m  il 


l/r+m^+n*'  |/r^>+l»*'  |/r+w*+n'* 

Réciproquement ,  lorsqu'un  point  matériel  se  meut 

dans  un  plan  de  manière  que  son  rayon  vecteur  dirigé 

sur  un  point  fixe  pris  dans  ce  plan,  décrit  des  aires  égales 

dans  chaque  unité  de  temps ,  la  force  par  laquelle  ce 

point  matériel  est  sollicité  (  si  elle  n'est  pas  nulle  )  est 

nécessairement  dirigée  constamment  dans  le  sens  du 

rayon  vecteiH'  :  c'est  ce  qu'cm  nomme  une  Jbrce  cen^ 

traie. 

Conservation  de  la  force  pipe. 

Ikk.  Si  les  équations  générales  du  n*  1(2 

étx  d'y  d^z      „ 

'^Â^^*'        '^SF^^'       '«2?=^' 

sont  multipliées  respectivement  par  dx^  dy,  dz,  et  ajou- 
tées entre  elles ,  elles  donneront 

dx.d*X'^€br,€rjr-^dz.d''z      _.  ,      «. .     *  . 
m ' ^,  ^ =  Xdx-^Ydy+Zdi ; 

ut        '     ' 
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ou  eu  uommaut  couine  ci^dessus  ds  l'espace  décrit  par 
le  point  matériel  pendant  l'élément  du  temps  dt, 

ai* 

et  en  intégrant  il  Tiendra 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 

La  nature  de  cette  équation  et  la  propriété  <{u'elle 
exprime  doivent  être  considérées  avec  attention.  Remar- 
quons  d'aixird  qu'en  désignant  par  R  la  force  appliquée 
aii^point  matériel  dont  X»Y,Z  sont  les  composanteè  dans 
le  sens  des  axes;  par  r  la  distance  à  laquelle  le  point 
matériel  se  trouve  à  la  fin  du  temps  t  d'un  certain  point 
fixe  pris  sur  la  direction  de  cette  force  R ,  et  par  consé- 
quent par  dr  Pespace  que  le  point  matériel  décrit  dans 
le  sens  de  cette  ihéme  direction  en  même  temps  qu'il 
décrit  les  espaces  dx,dy,dz  dans  le  sens  des  axes ,  on 
aura  toujours  d'après  le  n*  29,  Kdr^=Xdx-hYdy+Zdz. 
On  peut  donc  écrire  au  lieu  de  Téquation  précédente 


w(^y=C+2fRrfr. 


La  constante  C  se  déterminera  d'après  l'état  du  corps  à 

un  instant  donné.  Si  nous  représentons  par  —  la  valeur 

ds 
de  la   vitesse  -r  à  l'instant  où  r  avait  la  valeur  ro,  noué 

aurons  évidemment 
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m 


0'-  &H^- 


Cela  pose,  l""  on  appelle /oroe  %fiue  d'un  corps  en  mouye 
ment  le  produit  de  sa  masse  par  le  carré  de  sa  yitesse 
actuelle. 

2*  Lorsqu'un  corps  en  mouvement  est  sollicité  par 
une  force,  on  nomme  quantité  iTaction  élémentaire  le 
produit  de  Tefiort  R  exercé  par  la  force  et  de  l'espace  in» 
finiment  petit  dr  décrit  pendant  l'élément  du  temps  dt 
par  le  point  matériel  dans  le  sens  de  la  direction  de  la 


'intégrale  \  I 


force ,  et  quantité  d'action  l'intégrale  \  Kdr  exprimant 

la  somme  des  quantités  d'action  élémentaires  qui  ont  été 
produites  piendant  que  le  point  matériel  a  décrit  l'es- 
pace r — r»  dans  le  sens  de  la  direction  de  la  force. 

La  propriété  exprimée  par  l'équation  précédente  con- 
siste donc  en  ce  que,  dans  un  temps  donné  quelconque, 
l'accroissement  de  la  force  rire  du  point  matériel  est  tou- 
jours numériquement  égal  au  double  de  la  quantité  d'ac- 
tion produite  dans  le  même  temps  par  la  force  qui  solli- 
cite ce  point. 

1^5.  Lorsque  la  force  R  est  constante,  on  a  simple- 
ment 

l'accroissement  de  la  force  vi^e  du  point  matériel  dans 
un  temps  donné  est  égal  au  double  du  produit  de  l'effort 
R  par  J'espace  parcouru  dans  le  même  temps  par  le  point 
matériel  dans  le  sens  de  cet  effort. 

Lorsque  la  force  R  est  donnée  en  fonction  de  la  dis- 
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tance  r  seulement ,  la  quantité  R</r  peut  toujours  être 
regardée  comme  la  différentielle  d'une  certaine  fonc- 
tion n  de  r,  en  sorfe  qu'on  aurait  R<ir  =  <2n.  L'équa- 
'  tion  du  n^  précédent  devient  alors 


m 


{%)'-"&)' '^-"■>' 


en  désignant  par  Do  la  valeur  de  la  fonction  n  qui^  ré- 
pond à  r=ro.  La  valeur  de  la  force  vive  du  point  maté- 
riel qui  a  lieu  à  la  fin  du  temps  t,  et  pari  conséquent  la 
vitesse  de  ce  point ,  dépendent  donc  uniquement  de  la 
nature  de  la  fonction  n ,  et  de  la  valeur  de  la  distance  r 
à  la  fin  du  temps  t.  Elles  ne  dépendent  nullement  de  la 
figure  de  la  ligne  qui  a  été  décrite  pendant  ce  temps  par 
le  point  matériel.  Lorsque  dans  son  mouvement  ce  point 
s'approcbe  et  s'éloigne  alternativement  du  point  fixe 
pris  sur  la  direction  de  la  force  à  partir  duquel  la  dis- 
tance r  est  comptée ,  la  valeur,  de  la  vitesse  se  retrouve 
toujours  la  même  lorsque  la  distance  r  reprend  la  même 
valeur.  Le  point  matériel  revenant  à  son  point  de  dé- 
part regagne  en  se  mouvant  dans  le  sens  de  la  force  la 
vitesse  qu'il  a  perdue  en  se  mouvant  en  sens  contraire 
de  l'action  de  la  force ,  et  réciproquement.  C'est  en  cela 
que  consiste  la  conservation  de  la  force  vive. 

Lorsque  la  force  R  n'est  pas  donnée  uniquement  en 
fonction  de  la  distance  r  y  l'intégrale  JRdr  ne  peut  pas 
être  prise  immédiatement^  et  la  valeur  de  la  vi- 
tesse du  point  matériel  n'est  pas  donnée  par  la  èeule 
connaissance  de  la  diçtance  r.  La  proposition  énoncée  à 
la  fin  du  n""  précédent  subsiste  toujours  ;  mais  il  n'existe 
plus  de  conservation  de  la  force  vive. 
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IX.    MOVYIMEIIT    D'un    fOtttt    MATÉRIEL    80LUG1TB    PAU 
rOACn  QOKLCOUQUfiS  ET  A88U1ETTI  A  SE  MOVYOIH  SUR  UVE 
UGVE   OU   SUR   UNE  SURFACE  DOMirÉES. 

146.  Soit  d'abord  un  point  matériel  sollicité  par  des 
forces  quelconques ,  et  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une 
ligne  quelconque  donnée  et  maintenue  dans  une  posi- 
tion fixe.  La  question  consiste  i®  à  déterminer  le  mouve- 
ment du  point  matériel  ;  S""  à  connaître  l'effort  qui  sera 
exercé  contre  la  ligne  maintenue  fixe,  dans  chacune  des 
positions  occupées  successivement  par  ce  point. 

Quelles  que  soient  les  forces  appliquées  au  point 
matériel  y  on  peut  toujours  les  remplacer  par  une  seule 
force  R ,  dont  nous  représenterons  comme  dans,  le  n*  141 
les  composantes  dans  le  sens  des  x,  des  j^  et  des  z,  par 
X,  Y,  Z.  Et  nous  remarquerons  en  premier  lieu  que 
cette  force  R  se  décompose  nécessairement  elle-même  en 
deux  autres  »  Tune  P  dirigée  dans  le  sens  de  la  tangente 
menée  à  la  courbe  donnée  dans  le  lieu  où  se  trouve  le 
point  matériel,   et  l'autre  Q  perpendiculaire  à  cette 
tangente.  Cette  dernière  force  Qest  évidemment  détrciite 
par  la  résistance  de  la  courbe ,  et  n'exerce  aucune  action 
pour  produire  le  mouvement  du  point  matériel.  La  force 
Py  au  contraire ,  n'exerce  aucune  action  sur  la  courbe  » 
et  imprime  au  point  matériel  son  mouvement.  En  dési- 
gnant d'ailleurs  par  x,jyZ  les  coordonnées  du  lieu  où  se 
trouve  le  point  matériel  à  la  fin  du  temps  t  »  et  par  ds 
l'élément  de  lacourbe  qui  répond  aux  HémeaLÎsdx^jrtdz 
parcourus  dans  le  sens  des  axes  pendant  le  temps  dt  par 
le  point  matériel ,  on  aura  évidemment 

iijc        dy        dz 

P==x— +Y-; +Z-Î-. 

as         as         as 


—    127    — 

Quant  à  la  force  Q,  ses  composantes  dans  ie  sens  des  aies 
desx,  des^  et  des  z  seront  respectivement 

Ainsi  les  forces  P,Q  dont  il  s'agit  seront  facilement  ex- 
primées lorsqu'on  aura  donné  les  forces  X,  Y,  Z. 

En  second  lieu ,  à  l'égard  de  la  résistance  opposée 
par  la  courbe  »  dont  la  direction  est  nécessairement  per- 
pendiculaire à  cette  courbe  ,  on  peut  également  la  con- 
cevoir décomposée  en  deux  forcés  :  la  première  détruit 
la  force  Q  et  lui  est  égale  et  directement  opposée  ;  la 
seconde  est  une  force  inconnue ,  à  Tégard  de  laquelle  on 
sait  seulement  que  sa  direction  est  perpendiculaire  à  la 
courbe ,  et  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Nous  désignerons 
par  N  cette  seconde  force ,  et  par  /,  m,  n  les  angles  que 
sa  direction  forme  avec  les  axes  des  x,  des  y  et  des  z. 
L'existence  de  la  partie  N  de  la  résistance  de  la  courbe 
est  Feffet  de  l'ipertie  du  point  matériel ,  qui  tend  con- 
stamment k  sortir  de  la  courbe  dans  laquelle  il  est  re- 
tenu, et  à  continuer  son  mouvement  en  ligne  droite 
avec  sa  vitesse  actuelle.  De  plus,  comme  la  force  Q  et 
la  partie  de  la  résistance  qui  lui  est  opposée  se  détruisent 
mutuellement,  le  mouvement  du  point  matériel  est  uni- 
quement produit  ou  modifié  par  les  forces  P  et  N.  La 
force  N  se  déterminera  évidemment  par  cette  condition 
que  le  point  matériel  étant  supposé  entièrement  libre, 
et  sollicité  par  les  deux  forces  P  et  N ,  ce  point  prenne 
en  vertu'  de  l'action'  de  ces  deux  forces  le  même 
mouvement  qu'il  prend  efiectivement  dans  la  courbe 
donnée. 
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Gela  posé ,  remarquons  que  la  vitesse  du  point  maté- 

ds 
riel  à  la  fin  du  temps  £  est  -;-- ,  dont  les  composantes  dans 

le  sens  des  axes  des  x,  des  jr  et  des  z ,  sont  respec- 
tivement 

ds  dx    ds  dy   ds  dz 

WdT^  di  "ds'  di^' 

Ainsi  le  point  matériel  acquiert  pendant  l'élément  du 
temps  dt  dans  le  sens  des  axes  des  vitesses  respective- 
ment égales  aux  différentielles  de  ces  quantités  ,  c^est-à* 
dire  à  , 

d^$  dx     ds     ,  fdx\       ePs  dy     ds      fdy\ 
"dTZ'^di'     Vd^J'     'dtH'^diKd^)' 
ds  dz     ds      (dz\ 
dtls'^d't\d^r 

et  ces  différentielles  étant  divisées  par  dt  donneront  les 
vitesses  acquises  à  la  fin  du  temps  t,  pendant  l'unité  de 
temps  dans  le  sens  de  chaque  axe.  Il  résulte  delà,  confor- 
mément aux  principes  établis  dans  Particle  précédent , 
qu'en  désignant  par  m  la  masse  du  point  matériel  sup- 
posé libre  et  sollicité  par  les  forces  P  et  N,  on  a  pour  ex- 
primer les  conditions  de  son  mouvement  les  équations 


m 


m 


fd'sdx      ds    Jdx\'l    ^dx    ^^ 


dr 
=P-rH-Ncos.m 
ds 


m 


j  d*sdjr      ds     .(dy\ 
[iPlT^dt'      \ds)  ^ 
d's  dz      ds      ,fdz\\     -^dz    _^ 


ihl.  Nous  remarquerons  que  la  direction  de  la  force 
N  étant  perpendiculaire  à  la  courbe  oii  a  nécessairement 
la  relation 
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I 

dx       ,    dr  dz 

ds  ds  as 

De  plus,  lès  quaiititésrf(  —  j  ,  d[^\  ^{-r- )  sont 

respectivement  proportionnelles  aux  cosinus  des  dugles 
formés  avec  les  axes  par  le  rayon  du  cercle  osculateur 
de  la  courbe,  comme  on  le  voit  par  le  n*^  237  des  Leçons 
d'analyse  :  donc  on  a  également  la  relation 


dx 
d^ 


■<^)-î"iî)*rAT)='>- 


D'après  cela  ,    si  Ton  multiplie   respectivement  les 

équations  précédentes  par  -j-,-^,  —,  et  si  on  les  ajoute, 

on  trouvera 

d's 

dt* 

Le  point  matériel  sollicité  par  la  force  P ,  qui  est  con- 
stamment dirigée  dans  le  sens  de  la  courbe ,  se  meut 
donc  en  suivant  cette  courbe  comme  il  se  mouvrait  en 
suivant  une  ligne  droite  dans  le  sens  de  laquelle  Liméme 
force  P  serait  constamment  dirigée. 
Cette  équation  peut  d'ailleurs  s'écrire 

dsd*s  dsd^s 

m  — r-r-r=P  A,      OU       m  —7 —  =  '^dx^dV'^  Zdz^ 
dC  dt'  ' 


«u  bien  encore 


dsd  s 
m  — r--  s=  Ilar, 
dC 


dr  désignant  dans  le  n"  \hk  l'espace  parcouru  pendant 
1  élément  du  temps  dt  par  le  point  matériel  suivant  la 
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dir«ci)on  de  In  force  R  dont  X^Y^Z  sont  les  composnntes. 
On  en  tire  comme  dans  ce  numéro 


m 


(-)•-.,($)•=. jv 


flou  Ton  conclut  que  les  propositions  énoncées  dans  ies 
n""  i&/i^  et  145  subsistent  également  dans  le  cas  où  le 
point  matériel  est  assujetti  à  se  mouvoir  dans  une  courbe 
quelconque  maintenue  dans  une  position  fixe.  Si  le  point 
matériel  n^est  sollicité  par  aucune  force,  sa  vitesse  se 
conserve  sans  altération.  De  plus  ,  l'accroissement  de  la 
force  vive ,  qui  a  lieu  dans  un  temps  donné ,  est  toujours 
égal  au  double  de  la  quantité  d'action  imprimée  pen- 
dant ce  temps  par  la  force  qui  agit  sur  le  point  matériel  » 
ce  qui  tient  à  ce  que  les  forces  qui  représentent  la  résis- 
tance de  la  courbe  produisent  toujours  des  quantités 
d'action  nulles ,  puisque  ies  espaces  décrits  dans  chaque 
élément  du  temps  par  le  point  matériel  suivant  la  direc- 
tion de  ces  forces  ont  toujours  des  valeurs  nulles. 

148.  D'après  lequation  m  ^=P  c[a\  vient  d'être  ob- 

tenue  ,  les  trois  équations  posées  à  la  fin  du  n    140  se 
réduisent  à 


m 


è''(?J=^"*'-"' 


et  peuvent  s'écrire ,  p  désignant  le  rayon  du  cercle  oscu- 
lateur  de  la  caurhe 


■    % 


,!V 


-  i3 


m 


tn 


m 


D  ^dty  ds      ^dsJ 


En  élevant  ces  équations  au  quarré  et  les  ajoutant,  on 
trouvera  / 


N 


\(dsy 


et  par  conséquent 


cos 


'OSS.B 


éfe\ 


^^Adsh 


ou  en  ayant  égard  aux  expressions  de  cos.X,  cos.p»  cos.v 
données  n"*  237  des  Leçons  d'analyse  , 

cos./  =  cos.>,        cos./ra=  cos.fi,        cos.»  =cos.v. 

Ainsi  la  direction  de  Ja  force  N  coïncide  constamment 
avec  celle  du  rayon  du  cercle  osculateur  de  la  courbe 
dans  laquelle  se  meut  le  point  matériel ,  et  cette  force 
agit  de  manière  à  tendre  à  rapprocher  ce  point  du  centre 
de  courbure.  £Ue  dépend  uniquement  de  la  vitesse  du 
point  matériel  et  de  la  grandeur  du  rayon  de  courbure 
qui  Ont  lieu  dans  chaque  point  de  la  courbe.  « 

On  voit  d'après  ce  résultat  que  la  tendance  du  point 
matériel  à  conserver  la  direction  actuelle  de  son  mouve- 
ment, produit  contre  la  courbe  dans  laquelle  ce  point 
est  retenu  un  effort  dirigé  constamment  dans  le  sens  du 
rayon  de  courbure  de  cette. courbe.  Cet  effort,  appelé 
force  centrifuge  parce  que  le  point  matériel  tend  tou- 
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Jburs  h  s'éloigner  du  centre  de  courbure ,  est  détruit  par 
la  résistance  de  lîi  courbe.  Sa  valeur  est  représenté^  en 

unité  de  poids  par  l'expression  m— f  —  )  ,  en  sorte  qu'il 

est  capable  d'imprimer  au  point  matériel ,  dans  l'unité 

de  temps ,  une  vitesse  égale  ^  —  (\-  \  c'est-à-dire  égale 

auquarréde  la  vitesse  actuelle  du  point  matériel  divisé 
par  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe. 

Remarque  relatwe  au  mouvement  d*un  point  matériel 

entièrement  libre. 

1{^9.  Lorsqu'un  point  matériel,  par  l'effet  d'une 
cause  quelconque ,  se  meut  en  ligne  courbe  »  la  force 
centrifuge  subsiste.  Si  ce  point  est  retenu  dans  une 
courbe  donnée  ,  cette  force  centrifuge  est  détruite  par 
la  résistance  de  la  courbe.  Si  le  point  matériel  se  meut 
librement ,  la  force  centrifuge  doit  être  détruite  par  les 
forces  mêmes  qui  sont  appliquées  à  ce  point.  On  con- 
çoit d  après  cela  que  le  mouvement  libre  d'un  point  ma- 
tériel doit  être  assujetti  à  cette  condition  ,  que  les  forces 
qui  lui  sont  appliquées  puissent  toujours  être  rempla-^ 
cées  par  deux  forces  seulement ,  l'une  dirigée  dans  le 
sens  de  la  tangente  etl'atitre  dirigée  dans  le  sens  du  rayon 
de  courbure  de  la  ligne  qu'il  décrit,  dont  la  première 
produise  le  mouvement  du  point  matériel  dans  le  sens 
de  cette  ligne,  et  dont  la  seconde  détruise  la  force  cen- 
trifuge. 

En  effet ,  sup'posons  la  force  R  appliquée  au  point 
matériel  décomposée  en  deux  autres  forces,  Tune  R'  diri- 
gée suiv;int  la  tnagente  de  la  courbe,  l'autre  R"  dirigée 


••      «s».        .ir«     ■• 
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9uivânt  le  rayon  de  courbure.  Les  équalions  générales 
du  n"*  142  deviendront 

etU  s'agit  d'en  déduire  les  valeurs  de  R'etR''.  Or  en 
multipliant  d'abord  chaque  équation  par  le  coefficient 
de  R'  dans  cette  même  équation  et  «njoutant ,  le  terme 
contenant  R"  sera  nul  puisque  la  direction  de  cette  force 
forme  avec  celle  de  R'  un  angle  droit ,  et  il  viendra  sim- 
plement 

"^d?' Js ="*'     ^"     "•Â'*^*^' 

en  sorte  que  la  force  R'  né  diffère  point  de  la  force  qui 

a  été  désignée  par  P  dans  le  no  li6.  *    . 

150.  Si  Ton  multiplie  ensuite  chaque  équation  par 
le  coefficient  de  R"  dans  eette  même  équation ,  et  si  on 
les  ajoute ,  le  coefficient  de  R  sera  nul  à  son  toup/et  l'on 
aura 

ou 


4  »  •  ^ 


•    /- 


ou  enfin   (en  ayant  égard  à  l'expression  de.  ^^^donifée    .     • 
n?  237  des  Leçons  d^ancÊkjf^Q)^  '  -  , 


« 
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la  force  R'^  est  donc  égale  à  celle  qui  a  été  désignée  par 
N  dans  le  \x   lfc6. 


'-;(i)=''- 


* 


Mouvement  cCun  point  matériel  sur  une  surface  donnée, 

151.  Considérons  maintenant  un  point  matériel  sol- 
lici  té  par  des  fqrces  quelconques  et  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  une  surface  donnée  maintenue  dans  une  position 
fixe.  La  question  consiste  à  déterminer  1^  la  li  j^ne  décrite 
par  le  point  matériel  sur  la  surface  (ligne  que  Ton  nomme 
en  général  trajectoire)  et  le  mouvement  du  point  dans 
le  sens  de  cette  ligne  ;  2^  la  pression  exercée  par  le  point 
matériel  contre  la  surface ,  qui  est  nécessairement  di- 
rigée perpendiculairement  à  cette  surface. 

Nous  désignerons  »  comme  dans  le  n°  146  ,  par  R  la 
force  agissant  à  la  fin  du  temps  t  sur  le  point  matériel, 
et  par  Xy  Y.  Z  les  composantes  de  cette  force  dans  le  sens 
des  ai^es  des  x,  desj^  et  des  z.  L'équation  de  la  surface 
que  le  point  est  assujetti  à  décnre  sera  représentée  en 
général  par 

et lea coordonnées  delà  trajectoire  devrontsatisfaireàcette 
équation.  Nous  désignerons  par  N  la  résistance  de  la 
surface  à  la  pression  qu'elle  supporte ,  et  nous  remarque- 
rons que  là  force  R  se  décompose  nécessairement  en 
deux  autres,  l'pne  dirigée  perpendiculairement  à  la 
'  '  -surface;  et  qui  se  trouvç  détruite;  l'autre  dirigée  dans  ■ 
le  plan  tax^ntà  la  surface,  et  qui  seule  a^  pour  pro-  •  * 
•  duire  le  mouvement  du  pokit  matériel.  La  force  N  doit 


f 
•     «. 


I 
« 
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d'abord  détruire  la  première  des  deux  forces  dont  oB 
vient  de  parler;  de  plus,  elle  doit  balancer  lellet  de  l'iner- 
tie du  point  matériel  qui  tend  sans  cesse  à  sortir  de  la 
surfacedans  laquelle  il  est  retenu.  On  sait  que  la  direction 
de  la  fofce  N  est  perpendiculaire  à  la  surface ,  et  on  en 
déterminera  complètement  la  valeur  d'après  cette  condi- 
tiOBquele  pointmatériel  supposé  entièrement  libre  étant 
soumis  à  l'action  de$  deux  forces  R  et  N,  ce  point  prenne 
le  même  mouvement  qu'il  prend  effectivement  dans  la 
surface  donnée. 

D'après  cela,  en  se  rappelant  les  expressions  ^énérale^ 
des  cosinus  des  angles  formés  avec  les  axes  par  la  nor* 
maie  à  la  suriiice  qui  ont  été  données  n^  217  ûes  Leçons 
d'analyse ,  on  posera  les  équations.    ^ 

dz 
d'jc    „     «,  dx 


m 


vc 


dx)       \dy} 
dz 


in  ---=Z-fN 


V'fe;*!.^;*' 


v/c 


qui ,  réunies  «\  l'équation  de  la  surfaces  =»/(a;,j)  ^  doi-  <    • 
vent  servir  à  déterminer  je  mouveilient  du  point  maté^ 
riel  et  la  résistance  de  la  sifriàce  désignée  par  M /Dans* 
ces  équcttions,  le^  coordoni^àBS  x^^z.  appfirtiennentau    ' 
point  de  )a  surface  où  se  trouve  pl»cé  lo  point  matériel  à 


« 


# 
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la  Gb  du  temps  (;  — -  et  —  représentent  les  valeurs  que 

prennent  en  ce  point  les  coefficients  différentiels  de  la 

fonction  z  déduits  de  1  équation  z^{y,x). 

152.  Gela  posé»  soit  ds  Télément  de  la  trajectoire  dtt 

|>oint  matériel  décrit  pendant  l'élément  du  temps  dt, 

dont  les  projections  sur  les  axes  sont  représentées  res- 

pectivenjent  par  dx^dy,dz.  Cet  élément  forme  un  angle 

droit  avec  la  normale  à  la  surface.  Par  conséquent,  si 

Ton  multiplie  respectivement  les  équations  précédentes 

dx  dy  dz 
par  "^j"7"»;T"t  ^^  *1  ^^  '^s  ajoute,  le  terme  contenant  N 

disparaîtra,  et  il  viendra 

al 


OU  (comme  au  n"!!^?), 


d  où  Ton  déduit 


S)'-(t)"-S>- 


Ainsi  les  propositions  des  n^  iki  et  1&5  relatives  au 
mouvement  d'un  point  matériel  libre  conviennent  éga- 
*  lement  au  mouvement  d'un  point  matériel  assujetti  à  se 
mouvoir  dans  une  surface  donnée.  L'accroissement  de 
la  force  vive  dans  un  temps  doniié  est  toujours  égal  au 
double  de  la  quantité  d'action  produite  par  les  forces 
agissant  sur  le  point  matériel.  Si  le  point  matériel  n'est 
sollicité  par  aucune  fqrce;  sa"  vitesse  initiale  se  c<niserve 
5»ans  alteralidii, 

•  •     • 


( 


» 
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153.  Quant  à  la  ligne  décrite  par  le  point  matériel, 
nous  remarquerons  qu'en  éliminant  N  entre  les  trois 
équations  du  n""  151  »  on  trouvé  les  deux  suivantes , 


iiz 

doc 


^'(x^z) 


m 


(ï) 


dans  lesquelles  on  pourra  remplacer  w»  (  -j-  )  par  l'ex- 
pression ''^(-T-j-fV  R^/Mrourée  ei-dessus.  Mettant  de 

plus  à  la  place  de  2  sa  valeur  en  a;  et  ;^  tirée  de  l'équatioa'  •         '    "^ 

de  la  surface,  les  deux  équations  précédentes  be  contien-  r 

dront  plus  que  ces  deux  variables.  Elles  pourront  servir 

à  déterminer  Isf  projection  de  la  trajectoire  demandée 

sur  le  plan  des  xy  lorsque  la  vitesse  initiale  du  point 

matériel  aura  été  donnée  en  grandeur  et  en  direction.  * 

15b.  Enfin,  quant  à  la  pression  normale  représentée 
par  N  ,  si  rpn  multiplie  chacune  des  trois  équations  du 
n*  151  par  le  coefficient  de  N  dans  cette  équation,  et  si      '  -  '       . 
l'on  ajoute ,  il  viendra  '    , 


,    ^  -...•« 
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Le  [MTcaiief  terme  représente  évidemment  une  force  égale 
et  directement  opposée  à  la  composante  de  la  force  R  di* 
rigée  dans  le^ens  de  la  normale  à  la  surface.  A  l'égard 
du  fécond  terme ,  il  peut  s'écrir'e 


-'"KD 


Qr,  d'après  les  expressions  des  cosinus  des  angles  formés 
p«T  le  rayon  de  courbure  p  d'une  courbe  avec  les  axes  • 
qui  ont  été  données  n*  23.6  des  Leçons  d'analyse,  si  Ton 
nomme  ^  Tangle* formé  par  le  rayon  àt  courbure  de  la 
trajectoire  avec  U  normale  à  la  surface-,  on  aura 


dx     \ds/^dy     \dsJ        \dsJ 


,       p  dx     \ds  i    dy 


v/f 


OU,  en  eifecttuint  les  difiérentiations  indiquées  »  et  obser^ 
vaut  que  dz^sz  —dx-h  —  dy ,  puisque  les  coordon- 
nées  x,y,z  doireot  satisfaite  à  l'équation  de  la  surface. 


dz  ^      </a  _         _ 
0     dx         dy 

COS.^'s: 


^\A. 


On  voit  donc  que  le  second  terme  de  f  expression  pré- 
cédente-de  îf  peut  s^écrire 


■  *  \ 


'  i  (d,y      ,      ■    •  ■ 
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et  par  conséqueDt  que  ce  terme  représente  uoe  forœ 
égale  et  directement  à  la  force  centrifuge  due  au  mou- 
rement  du  point  matériel  dans  sa  trajectoire  décomposée 
dans  le  sens  de  la  normale  à  la  surface. 

Ainsi  la  pression  normale  soulier  te  par  la  surface  est 
la  somme  de  deux  forces ,  dont  l'une  est  la  composante 
perpendiculaire  à  la  surface  de  la  force  agissant  sur  le 
point  matériel,  et  l'autre  la  composante  également  per^ 
pendiculaire  à  la  ^surface  de  la  force  centrifuge  dont  ce 
point  est  animé ,  force  qui  sera  connue  quand  la  figure 
de  la  trajectoire  sera  déterminée. 

155.  Il  7  a  deux  cas  particuliers  qui  doivent  étrecon- 
sidéré^  à  part,  celui  où  la  force  R  est  constamment  diri- 
gée suivant  la  normale  à  la  surface  sur  laquelle  se  meut 
le  point  matériel,  et  celui  où  cette  force  est  nulle.  On  a 
dans  le  premier  cas  dr^=^o ,  et  dans  le  second  cas  l'on 
a  R=^o.  L'équation  obtenue  n^  152  se  réduit  donc 

à  -7- ::=  ^»  d'où  Ion  coBohit  que  la  vitesse  initiale  du 

point  matériel  se  conserve  sans  altération.  II  en  résulte 

que  le  rapport  -j-  est  constant,  ou  que  Ton  a  its^o,  ^ 

156.  Les  équations  de  la  trajectoire  ot>Lenues  n*  153 
deviennent  dans  les  deux  cas  dont  il  s'agit ,  *    . 

djc      '  dy 

et  elles  indiquent  que  le  plan  oscillateur  delà  trsrjeoloiire  .        » 
est  ici  un  pbn  noniial  à  la  surface/.Kn  ^ffet,  en  mettant     '^ 
pour  d*x  et  rfV  le»  valeurs  donnée»  par  les  équations  • .    ,    ■ 
précédentes  dans  l'expression  de  cos  ^i'  du  n"  j5(h,  cette 
expre^ioç  devient      ,\  •  ^        .  • 


1 
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cos 


■*=-i'^V(ê)'-(|)"-'- 


Or,  lorsque  iPs=o,  la  valeur  cle  p  se  réduit  h 

d^ 

c'est-à-dire  en  mettant  également  pour  ePx  et  £fy  les 
valeurs  données  par  les  écpiations  précédentes ,  à 


\/{:^i+i-j-i+i 


'-*  ^'"^HÈT 


Donc  nous  avons  ici  cos  .|/= — 1,  Ainsi ,  la  direction  du 
rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  coïncide  constam- 
ment  avec  celle  de  la  normale  à  la  surface. 

157.  Il  est  évident  d'après  cela  que  la  pression  N 
exercée  contre  la  surface  est  ici  la  somme  de  la  force  R  et 
de  la  force  centrifuge  du  point  matériel ,  puisque  ces 
deux  forces  sont  également  dirigées  suivant  la  normale  -^ 
etf  par  conséquent,  cette  pression,  si  aucune  force  n'agit 
sur  le  point  matériel,  se  réduit  à  la  fprce  centrifuge. 

Le  caractère  géométrique  consistant  en  ce  que  le  plan 
osculateur  de  la  trajectoire  est  constamment  normal  à 
la  surface ,  appartient  à  la  courbe  que  l'on  obtiendrait 
si  l'on  entreprenait  d^appliquer  sur  la  surface  une  bande 
d^une  largeur  très-{lbtite  sans-dtiplicature.  Il  appartient 
également  à  la  ligi^e  suivait  laquelle  s'appliquerait  sur 
'•  J'  la  surface  un  4l  tendu  entre  deux  points  dcmnés,  ab- 
•  *  stractiûn  ptite  d^  foute  résistance  provenant  du  frotte- 
ment. Enfin,  J^  caractère  géométrique  dgnt  il  s'agit 
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cmiirieut  encore  aux  lignes  tnicées  sur  la  surface  (le  \i 
terre  par  des  alignements . 

X.    MoVVEl^tElIT    d'un    point    MAT£RI£L    PESANT   SCR    UNE 

COURBE  DONNÉE. 

158.  Quelle  que  soifc  la  ligne  décrite  par  un  point  mnt 
lériel  pesant,  le  mouvement  de  ce  point  est  assujetti  à  la 
condition  exprimée  par  Téquation 

ou 

z  représente  la  distance  du  point  matériel  au  plan  ho- 
rizontal des  xy  au  bout  du  temps  t^  et  (^  la  vitesse  de 
ce  point  au  bout  de  ce  même  temps;  Zo  et  u^  sont  les 
valeurs  initiales  de  z  et  ^.  L'ordonnée  z  est  comptée  de 
haut  en  bas,  dans  le  sens  de  l'action  de  la  gravité  ;  g  re- 
présente la  vite5se  que  la  gravité  imprime  dans  Tunité 
de  temps  aux  corps  qui  cèdent  librement  à  son  action. 
Cette  équation  n'est  que  l'application  du  principe  établi 
dans  le  n*  14.7,  et  qui  consiste  eu  ce  que  la  force  vive  ac-> 
quise  par  le  point  matériel  dans  un  temps  donné  est 
toujours  numériquement  égale  au  double  des  quantités 
d'action  produites  dans  le  même  temps  par  les  forces  qui 
sollicitent  ce  point. 

Si  la  vitesse  initiale  est  nulle ,  on  a  simplement 

La  vitesse  acquise  par  le  point  matériel  ne  dépend  donc 
nullement  de  la  figure  de  la  courbe ,  mais  seulement  de 
la  tlidérence  de  niveau  entre  les  points  de  départ  et  d'ar« 


4  • 


m 
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riré^.  fille  est  toujours  due  à  cette  différence  de  nii^^, 
cooune  si  le  point  était  tombé  verticalement,  {f^oyaz 
nM15.) 

159.  Lorsqu'un  point  matériel  pesant  parcourt  une 
courbe  quelconque  qui  a  des  sinuosités  dans  le  sens 
vertical,  la  vitesse  varie  continuellement,  et  ses  maxima 
OU  minima  ont  lieu  dans  les  points  de  la  courbe  où  l'or- 
donnée verticale  z  a  elle-même  ses  maxima  et  minima, 
c'est-à-dire  dans  les  points  où  la  tangente  de  la  courbe 
68t  hoHzontale,  et  où  le  point  matériel  pourrait  se  main- 
tenir en  équilibre. 

La  vitesse  devient  nulle  lorsque  le  point  matériel  se 
retrouve  dans  le  plan  horizontal  où  il  se  trouvait  quand 
il  a  commencé  à  descendre  avec  une  vitesse  nulle.  Ainsi, 
tm  point  matériel ,  par  reffet  de  sa  vitesse  acquise  dans 
sa  descente ,  peut  toujours  remonter  au  niveau  de  son 
point  de  départ.  • 

160.  Le  mouvement  d'un  point  matériel  pesant  dans 
une  courbe  donnée  dépendant  uniquement  des  diffé- 
rences de  niveau  de  ses  parties,  on  peut,  concevant  la 
surface  cylindrique  verticale  qui  contient  cette  courbe, 
imaginer  celte  surface  enveloppée  sur  une  autre  surface 
cylindrique  verticale  à  base  quelconque.  Le  mouvement 
d'un  point  matériel  pesant  sur  la  nouvelle  courbe  ob- 
tenue de  cette  manière  s'opérera  comme  sur  la  courbe 
proposée.  ' 

161.  Là  pression  exercée  contre  la  courbe  varie  en 
général  d'un  point  à  l'autre.  D'aptes  le  n"  148,  elle  est 
toujours  la  résultante  1"  de  la  composante  du  poids  rug 
du  corps  dirigée  perpendiculairement  à  la  courbe  dans 
le  plan  vertical  c[ui  In  touche  au  point  où  se  trouve  le 
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point  matériel ,   2*  de  la  force  centrifuge 


m^ 


ou 


4  / ft  \* 
m-(  —  j  ,  qui, est  aussi  difigée  perpendiculairement  k 

la  courbe ,  mais  dans  le  plan  osculateur ,  et  qui  tend  ii 
éloigner  le  point  matériel  du  centre  de  courbure,  de  cette 
courbe* 

Si  la  courbe  est  tracée  dans  un  plan  vertical,  les  deux 
plans  dont  on  vient  de  parler  se  confondent  avec  le  plan 
même  de  la  courbe ,  et  la  pression  qu'elle  supporte  est 
la  somme  de  la  force  centrifuge  et  de  la  ooi^posante  du 
poids  du  point  matériel  dirigée  perpendicalairen^t  à 
la  courbe. 

162.  La  relation  entre  les  e^aceç  parcourus  sur  la 
courbe  et  le  temps  se  déduit  de  Texpression  de  la  vi«* 
tesse  du  point  matériel.  L'équation  du  n""  l!i8  donne 

ds 


( 


d'où       dt^=:'- 


équation  qui  donnera  t  en  fonction  de  z  ou  de  s. 

163.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  point  ma* 
tériel  se  meut  sur  une  ligne  droite  inclinée.  Soit  a  Tan- 
gle  formé  par  cette  ligne  avec  !a  verticale  :  on  aur^r 

dx  .  flfe 

--y-  =  8in.«  et-v-=co8.  «.  La  pression  exercée  par  le 
point  matériel  sera  simplement 

T/expression  précédente  de  dt  deviendra 

de 


dt^ 


^/i^»'-h2gcos.  a,  (5— .vr.) 


• 


efc  étant  mtéffrée  <]e  manière  que  s=:Sf,  quand  fso. 


donnera 


— t'o+K   *'*o+2FCOS.a. (5— 5o) 


/o'OOS.a 


Ce  résultat  ne  diflère  point  de  celui  qui  convient  à  un 
corps  cédant  librement  à  laction  d'une  force  accéléra- 
trice constante  qui  lui  imprime  dans  Tunité  de  temps  la 
vitesse  g  cos.x ,  c'est-à-dire  la  composante  de  la  vitesse^ 


dans  le  sens  de  la  ligne  inclinée. 


IM.  On  peut  remarquer  que  si  le  corps  part  sans  vi- 
tesse initiale  de  lextrémité  supérieure  de  la  ligne  incli- 


née ,  on  a   simplement  t  =s\/ 


Par  conaé- 


<|ueftt,  siTonconsidérai  t  des  lignes  diversement  inclinées 
AC,AC,  etc. ,  {fig.  18) y  et  qu'on  voulut  les  assujettir 
il  la  OQyodition  qu'un  point  matériel  part<int  du  point  A  ar- 
rivât à  l'extrémité  de  chacune  dans  le  même  temps ,  il 
faudrait  leur  donner  des  longueurs  telles  que  le  rapport 

fût  constant  ;  d'où  l'on  conclut  que  ces  lignes  de- 


s 


CDa>« 


vment  se  terminer  à  la  circonférence  d'un  cercle  passant 
-par  le  point  A. 

IflS*  Dans  les  cas  naturels  »  lorsque  les  corps  glissent 
le  long  d'une  courbe  en  cédant  h  l'action  de  la  gravité,  il 
existe  des  résistances  qui  en  altèrent  les  mouvements. 
L'byy^hèfie  qui  sera  en  général  le  moins  éloignée  de  la 
▼érilé»  ^[Uand  il  s'agit  d'un  corps  solide,  consiste  à  re- 
garder la  tésistance  comme  due  à  un  frottement  dont 
ThiteMiité  CM  proportionnelle  à  la  pression  exercée  con- 
ITO  la  lOQrbe.  On  écrirait  alors  pour  exprimer  les  condi- 


f    • 


• 


•  b 
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lions  du  mouvement  d'un  corpe  pesant  glissant  sur  «ne 
courbe  contwue  dans  un  plan  vertical,  Téqnation 


m 


d^$  dz       r       dx        ifds\\ 


/*'désigoaBt  le  rapport  du  frottement  à  ki  pression. 

Dans  quelques  cas,  il  pourrait  être  nécessaire  de  ooiir 
sidérer  la  résistance  comme  dépendant  de  la  vitesse  du  « 
point  matériel ,  et  d'ajouter  au  second  membre  un  terme 
de  la  fome 


-['%<fi] 


B  et  C  désignant  des  coefficienta  comsUufts. 

L'intégration  de  cette  équation  fera  connaître  la  loi 
du  mouvement.. 

IM.  Si  Tott  suppose,  comtne  dans  le  n*  163,  le  point 
matériel  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  ligne  droite. 
fermant  ua  angle  «  aVéc  k  verticale  /l'équation  précé- 
^le&te  deviendra  «  en  délsigtiaiii  tovjoucs-par  v  la  vittsse 
de  œpôinlàkftacUi  temps  t, 

dv 

Cette  équation  Ht,  difl6re  poixi^  de  c^e  qjuii  a  été  trai*, 
iée  dans  la  il*"  108.  I^  mouvement  du  point  matériel  sur 
la  Kgne  incRoée  est  égal  au  monvemeat.  ^ui  aUrkit  lieu 
stir  une  ligQe  verticale  si  la  gravité  étjût  réduite  dans  le 
vapport'de  cos.çs-r-yfin.  «  àî'uiiité.  Ce  mouvement  de- 
vient unifoçme  lorsqaola  valeur  delà  vitesse  u  satisfait  à 
la  relation 

10  - 


'^rf 


—  '  '  » 


*•• 


•  • 


V 


•        t   • 
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1 

Mciii'éffieni  ttnà  point  matériel  pesant  dans  le  cercle.  — 

Pendule  circulaire. 

167*  Considérons  uri  point  matériel  pesant  assujetti  à 

se  mauwrir  dans  un  cercle  dont  AB(  figA9)  est  le  diamètre 

vertical.  Sœt  M  la  poeitian  initiale  de  ce  point  et  i/^  sa 

•vitesse  initiale.  En  cédant  à  l'action  de  la  pesanteur,  il 

descendra  sur  l'arc  MA.  Parvenu  au  point  inférieur  A , 

•  sa  vitesse  serfi  la  plus  grande  possible.  U  montera  ensuite 
.av^  cine  vitesse  décroissante  Tare  AN»  et  lorscju'il  arri- 
vera en  N  au  niveau  du  point  de  départ  M  ,  il  aura  la 

.  même  vitesse  Uç  qu'il  avait  en  ce  dernier  point.  Si  t^o 
surpasse  la  vitesse  due  à  la  hauteur. BP»  le  point  ma- 
*ténel  montera  deUf  en  B,  et  dépassant  ce  point  redes- 
eendra  sur  Taro  BMA.  Dans  ce  cas,  il  continuera  h  par- 

'  courir  dans,  le  m^rae  sens  la  circonférence  du  cercle,  les 
maxlma  et'minhna  da  la  vites^  ayant  lieu  respective- 

•  ment  aux  poiuts  A  et  B. 

'    Mais  si  ^o-est  mille,  ou  seulement  nioinilré  que  kr  \rf- 

tesse  due  k  I^  bautei^v  BP^  te  jscànl  matéri^^  ne  pourfti 

'4  pas  monter  jusqties  au  point  B.  l\  redescendra  do^c  sur 

^Tqrc  BNA  à  partir  du  {joinl  où  sa  vitesse  est  devenue 

•  nulle,  puis  remontera  sur  IWc  AMB  ju^uës  au  niveau 
de  ce  dernier  .point.  Le  point  matériel  oofitinuera  ainsi 
à oseiller  dans  le  cercle,  ce&t-à-dire  à  •parcourtr  alter- 
na tivemei^t  en  êens  opposés  line  portion  de  la  circ^on- 
férence  forttiée  de  deux  arcs  symétriques  par  rapport  au 
diamètre  vertical  AB.  La  vitesse  de  ce  point  sera  nulle 
aux  extrémités  supérieures  des  deux  arcs  7. et  la  plus 
i^ande  possible  au  point  intérieur' A.  Les  temps  em- 

.  ployés  par  le  point  matériel  à  descendre  sur  l'un  des  arcs 
et  a  mOQter  sur  l'autre  seront  éoûux  entre  eux.' 


? 


♦1 


Y   ♦' 


168.  Supposons  les  points  du  cercle  rapp«f(és  aux 
deux  axes  borizontal  et  vertical  Ax,  Az,  passant  par  le 
^int  inférieur  A ,  les  x  étant  comptés  de  bas  en  haut. .    ,    . 
Sott  M  la  position  intiale  du  point  matériel  et  z^  ï'or- 
doanée  du  point  M.  Admettons  qu'au  bout  du  tf^pips  t, 
le  point  matériel  soit  parvenu  au  point  m,  dont  les  coor- 
données sont  JT  et  z ,  Am  sera  l'arc  désigné  par  s.  Pour    . 
applicjuer  ici  la  formule  du  n*  162 ,  il  faudra  donner  aux 
différentielles  dtetéf^  des  signes  contrâirei,  et  cham^r  le  *   . 
signç  de  g,  parce  que  la  jgravité  est  dirigée  d^mamore  à 
<lkMiiuer  les  z.  Nous  aurons  donc  .    -  '  - 


«   t 


dt^ 


ds 


ou  ,  parce  que 


|/i^o*^-2g<Zo-*S)    ' 


d^^dz 


4k. 


l/StrZ'-z* 

r.dz 


AÎBsi  l'intégrale 


'  J/  (2r2-2*)K+S^3o-^)l  ■• 


f  -^r.dz 

)  1/ {9rz^7?)[t^.'+2g{zo-;^)] 


repreéenie  le  tem|i^  ei^plojé  par  Lepoin^  matériel  à."  par- 
courir l'iirc  Mm  dont  les  coordonnées  des  poiflls  extrêmes 
sont  z^el  z. 

169.  Nous  considéceroBs  le  cas  bù  le  miobile  part  du 
point  M  sans  vitesse  initiale ,  'et  nous  chercherons  le 
temps  T  qu'il  emploie  à' descendre  au  point  inférieur  À. 
L'expression  précédente  donnera 


•  • 


4 


^ 


—  i48  — 

— r.dx 


J^(2re-s').S«-(».-«)  ' 


/qui  peut  s'À:rire 


-Whî, 


dx 


y/(v--,')(i~^)' 


oA  râ  dévflloppaDt  le  facteur  (  t — r- )    * 
T     *\    /7fg»   '«fe       (^     1  ^      1.2/ 8  Y  1-3.5/ zV 


■  > 

O9  reiQftr<;ibera  d  abord  que 


as — Zo 

arc.  |Hi.     *  '  ■  , 


par  conséquent 


.     .    fz        & 

I     '  *  '      ,  ■  —  "as  yr, 


ir  repaésentant  le  rapi^rt  de  la  circonférence  aru  dia- 
mètre. Quant  aux  intégrales  relatif  aux  au  très  termes 
de  la  s^ie  ,  qui  aont  toutes  de  la  ferme 

!      '     •  '        •     '    *  "^ 

.  Çzo     ^dz 

\    1/ ^'^ 

^o\r  ZoZ*— z 

leurs  râleurs  dépendent  leè  unes  des  autres  et  peuvent 
sexprinoier  au  moyen  de  la  précédente,  comme  on  Fa  tu 
dans  le  n*  187  des   Leçons  d'analyse.   On  peut'  d  aiL- 


<•   % 


#%.  * 


».  V. 


•  ^  '  jt 


«.  «• 


>      r.-î^ii.»  ># 


•  «k 


^  - 
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leurs  s'en  aaturer  d'une  manière  fort  simple,  en  obser- 
vant que 


rf.(»"-k^2*»— zO=(»+ô  )«<> 


z^dz 


l/fcX— i 


—  («+!>• 


5"^€b 


X/^fOr^^ 


...  • 

On  anr;^  donc*,  en  intégrant  les  dem  'mambres  de 
cette  équation  depuis  z=.z^  jusqu'à  z  ^  o  ^  puis((ue 
Tintégrale  du  premier  membre  est  nulle  entre  ces  li- 
mites y 

Jz.  ^dz  _(aiH-f)gor   »"•  A  ■ 
0  K^ï=?""  ^('*-^-*>  Jo 


»     » 


v 


ZoZ-^Z 


Cette  relation ,  en  faisant  successÎTement  nz=:Of  n 
ns=2,  etc. y  donnera,  à  partir  du seoond,  tous  les  termes 
de  la  série  précédente ,  laquelle  devieudra 


•:r- J+etc 


=i\/F{'-(î)"(è)^(îil)tè)'-(IS)'(^) 

Le  point  matériel  parrenu  en  A  emploie  pour  s  élerer 
en  N  au  niveau  du  point  de  départ  M  le  môme  temps 
^tt'tl  a  employé  à  descendre  de  M  en  A.  La  durée  d'une  .  * 
oscillation,  c'est-à-dire  le  temps  nécessaire  pour  que  le 
point  matériel  parcoure  Tare  MAN,   est  double  de  la* 
valeur  précédente  de  T. 

170.  Soit  a  laugle  MCA  formé  par  le  rayon  CM  qni'  < 
répond  au  point  de  départ  du  point  matériel  ayecleidia-' 
mètre  vertical  AB.  On  aura 


*  t»  • 


^=  >  (t 
2r       2^ 


"         2r      2  2 


■Acte. 


Si  lare  A  est  très-^pelit ,  Peapressiofi  de  la  du(ée  d'ui^^ 


•^  ••.* 


.^ 


•  • 


•  • 


•    t    •. 
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• 

m 
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oflcillaiioa  9ë  rédnira  domc,  en  ne  conservant  que  k» 
.    deux  premiers  termes  de  la  série  ,  k  . 


•-=-/ï('4)^ 


éi,'en  ne  néj^eaat  qo'cuK  quantité  trèe^lite  du  t#- 
cofnd  <irdre ,  à 


"= Vt 


.Ainsi,  la  durée  des  petites  osclHlaticms  circulaires  d^nn 
«point  matériel  est  îndépendsinte  de  Tamplitude  de  ces 
, oscillations,  pi^opriété  qui  s'exprime  tû  disant  que  ces 
QBoillatioDs  sont  isoch/iimes,  cW-à-dire  quiç  leur  durée 
^st  la  même,  quelfe  que  soit  leur  étendue.  Cette  durée 
est  «égale  au  temps  qu'emploierait  un  corps  pesant  à 
totnber  4^uixe  hauteur  égal»  ^  la  moitié  du  rayon  du 
cerde  multiplié  pav  Ie»rapport,  r.  Vnp  courbe  quel- 
conqme  pouvant  être  ref^ardée  comme  se.  confondant 
'dans  une  éteqda^  très^petile  atrec  son  cerde  osculatenr , 
la  formule  précédente  exprimera  égakment  la  durée  des 
oscillations  (t'un  point  matériel  sur  une  courbe  qudl- 
(^nque  tracée  sur  un  j>laii  vertical  dans  une  étendue 

■ 

très-petite  de  part  et  d'autre  du  point  où  la  tangente  est 
horizontale ,  r  désignant  le  raycm  de  courbure  dans  ce 
pouit. 

.  171.  Les 'résultats  de%  deux  n^  précérients  donnent 
la-  loi  des  oscillations  de  ce  qu'on  nomme  le  pendule 

•  simple,  c'est-a-dire  d'uu  point  qiatériel  pesant  suspendu 
à  ah  point  fixé  ati  moyen  d'un  fil  inextensible  et  sans 

.Inasse.  £o  sup|loiftmt  ce  point  matériwi  plaoé  hon  de  la 
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verticale  ^ui  ^suis^  par  le  point  de  «ttvpeifthm ,  plii» 
abandomié  sajis  vitesse  imtii|l«  à  l'ectioii  de  la  gravité, 
il  fera  de  paré  et  d'autre  de  cette  verlicale  des  oscilla- 
tions circulaires,  dont  la  durée»  abstraction  faite  de 
TeSet  de  la  résistance  d«  l'air ,  est  donnée  par  r^xpres- 
sion  de  ST.  La  longueur  du  fil  est  représentée  par  i'. 

Comme  il  est  sdsé  de  compter  }e  nombre  des  oscîlbi^ 
lions  faites  par  un  pendule  dans  un  certain  intervalle  de 
temps ,  et  par  conséquent  de  connaître  la  durée  de.cha*  • 
cune  de  ces  oscillations ,  ce  genre  d'obserrations  dopue 
une  évaluation  exacte  de  la  quantité  désignée  p^r  ç,^ 
c'esfji-iiire  de  la  vitesse  que  la  gravité  imprime -aux 
corps  pesants,  ou  du  double  de  l'espace  que  cttte  ' 
force  peut  leur  fai|re  parcourir,  dans  la  première 
unité  de  temps  de  leur  cbute.  Mfiis  on  doit  considéffer 
q^e  l'hjpotbèse  du  pendule  simple  y  c'est-à-dite*  d*im  ^ 
corps  dont  la  masse  est  conoentrée  à  Texlfémité  du  iil 
de  suspension ,  ne  peut  être  réalisée.  Il  est  naoessatre 
d'avoir  égard  au  volume  et>à  la  figure  du  eof  ps  obcillant) 
ce  qui  donne  lieu  à  une  iMiuvetle  quesikm  qui  ei^i|fe  taé 
principe  spécial  et  dont  on  8'<Kscupe|M  dan^  la  suite.  U 
est  également  nécessaire,  d  avoir  é^ard  à  la  diminution 
que  subit  dans  l'air  le  poids  des  corps,  h  l'effet  de  la  ré- 
sistance que  ce  fluide  oppose  au  mouvement  du  corp» 
osciUanU  àl'iAfliievce^^u  inaile  deèuspoisÎMi,  et  k  quel- 
ques autres  oiroonsUincea. 

172.  Eu  revenant  à  la  considération  du  pendule  sim- 
ple ,  oïl  peut  remaïquec  que  le  fil  de  suspension  sera 
constamment  tendu.  La  tension  de  ce  fil  n'est  autro. 
cbp$^  qjw  la.pres^ion  exercée  par  le  point  matériel  contre  - 
la  courbe  qu'il  est  assujetti  à  décrire,  pression  dont  la  va-  * 
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« 

]«ur  a  élé  ituliqnée  &*  191  .Lorsque  1«  point  matériel  est 
eDm(/^.  19),  la  coHiposaaitedupoi^m^^biisleseiMda 

*       rayon  Cm  est  m^ .  ■        ;  et  la  force  centrifuge  de  ce 

.    •         .  ^   ■■ 

.    point  matérid  est  m.  --  =  m.^^  La  teii^ion  du 

•    ■  .  r  r 

•    .       ^  qiV  est  la  90Wne  de  ces  denx  forces,  et!  donc  expri- 
'/  niée  par 

my. -*— . 

Moui^menl  éCun  foint  matériel  pfisant  dans  la  qjrelafLdB* 

—  Pendule  çycloidal. 

U3.  S<ri(  une  cjFclorde  DAIX  dont  Fane  Diy(/;^.iO}  est 
Imnaantal,  A  éUint  le  point  le  plus  bas  de  cetlecourbe,  et 
AB  le^dianètre  du  eerde  gémrateiir,  que  nous  désigne- 
rons par  a.  En  représentant  comafeci-dessns  par  z^fiiz 
les  hauteurs  terticales  stunlessus  du  point  A  de  la  po- 
,siti0Q  initiale  M  du  point  nintériet  pesant  et  de  la  po- 
^on  m  où  oe  point  tn  troQTe  eu  bout  du  temps  t ,  nous 
aurons ,  oonnne  an  n*  M8 , 

ds 
dt^ — 


•  • 


•  « 


\     9  représentant  IWc  Am.  Mais  par  la  nadure  de  la  cj- 

cloïde  (  voyez  le  n«>  101  des  Leçons  ^anédyse^) 

« 

9^sH/^az,         et         A=sA\/— : 

:    Féquation  précédei^  devient  donc ,  en  etpposMit  In  ^- 
tesse  initiale  nulle ,  ' 


»    • 


« 
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ZoZ — Z' 

En  intégrant  comme  au  n^  169 ,  cette  expressioa  dooine 

2a— «0 


V 


V' 


arc.  COS.' 


pour  l'expression  du  temps  employé  par  le  point  maié* 
riel  à  descendre  de  M  en  m. 

Le  temps  T  employé  par  ce  point  pour  descendre 
de  M  en  A  est  donc  exprimé  par 


5  V  T' 


g 

Ainsi  »  le  temps  de  la  descente  d'on  pc»int  matériel  suf 
U0  arc  de  cydoïde  jusqu'au  point  inférieur  est  indé- 
pendant de  la  langueur  *de  cet  arc.  Une  courbe  qui  a 
cette  propriété  se  nomme  courbe  tautochrône.  La^pri^ 
priété  dont  il  s'agit  n'appartient  qu'à  la  cycloïde,  ou 
aux  çowbes  à  ^double  courbure  que  r<m  formetait  m 
pliant  la  cycloïde  sur  un  cylindre  vertical  à  base  quel- 
conque. Lorsque  le  corps,  parvenu  au  point  A,  montera 
en  M' ,  puis  oscillera  en  parcourant  alternativement  en 
sens  opposés  l'arc  MAM',  la  durée  des  oscillations  tîs^ 
le  double  de  l'expression  précédente ,  c'est^à^^dirè  égale 

i.V^.,.di.^»i.ré««i,«a.«.»c. 

g 


'=Z|/5 


ITfc.  On  doit  remarquer  que  l'expression  T^ 

^      g 
ne  diffère  point  du  premier  terme  de  la  série  obtenue 

n^  109 ,  dans  lequel  on  remplacerait  r  par  Sa.  Ainsi ,  la 
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durée  des  osctllations  dans  la  cycloïde  est  égale,  quelle 
que  soît  leur  amplitude,  à  la  dorée  des  oscillations  très- 
petites  d'un  pendule  circulaire  dont  la  longueur  serait 
double  du  diamètre  du  cercle  générateur  de  cette  cy- 
cloïde. Déplus ,  si  l'on  place  en  CD  et  CD'  deux  moi- 
tiés d'une  cycloïde  décrite  par  le  même  cercle  générateur 
que  la  cycloïde  proposée  DAI>,  les  parties  AD,  AD'  de 
cette  dernière  seront  respectivemeïit  les  développées  des 
arcs  CD,  GD\  Par  canséqucnt ,  si  l'on  conçoit  le  point 
matérid  place  à  l'extrémité  d  un  fil  parfaitement  flexible 
attaché  en  C,  dont  la  longueur  soit  CA  oa  âa,  et  qui 
oscille  de  part  et  d'autre  de  la  verticale  AG  en  dévelop- 
pant les  portions  de  eourbe  GD^CD',  ce  point  matériel 
décrira  des  arcs  appartenant  à  la  cycloïde  DAD'  ;  et  la 
êvrée  dhs  osMllations  de  ce  pendule  cycloïdal,  quelle  que 
soit  leur  am|ditude ,  est  la  même  que  la  durée  des  oscîl- 
hitioBS  très-petites  du  pendule  circulaire  dont  AG  est  la 
longueur.. 

XI.   MoVVEMEirr  DES  PROJECTILES  DANS  LE  VIDE  ET  DAHS  UV 

MILIEU    RÉSISTAHT. 

17S.  Gonsidérons  un  point  matériel  sollicité  par  l'ac- 
tion verticale  de  la  gravité ,  et  qui  aurait  été  lancé  dans 
une  direction  et  avec  une  vi  tt^sse  données.  La  ligne  qu'il 
décrira  devant  être  com  prise  dans  le  plan  vertical  pas- 
sant par  la  direction  initiale  de  sa  Titesse,  il  suiBC  de 
rapporter  le  mouvement  du  point  matériel  à  une  coor- 
dminée  horizontale  x  dirigée  dans  ce  plan  ;  et  à  une 
coordonnée* verticale  z ,  que  nous  supposerons  comptée 
de  hns  eu  haut.  Les  équations  du  mouvement  seront,  en 
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déflignaiit  par  g  b  vitesse  que  I9  gravité  imprime  aux 
corps  pesants  dans  l'unité  de  temps, 

dû        '  de"    ^ 

On  en  déduit  immédiatement 

dx  dz      « 

dt  dt  ® 

V  est  la  vitesse  initiale  du  point  matériel  ; 
6  Tangle  formé  par  la  direction  de  Y  avec  Taxe  ho- 
rizontal des  X. 

En  intégrant  une  seconde  fois,  Ton  obtient 

j:  =  /.Vcos.9, 

as=r.Vsin.8 ttû. 

On  n'ajoute  pas  de«constante ,  parce  que  Ion  suppose 
l'origine  des  coordonnées  placée  dans  la  position  initiale 
du  point. 
L'expression  de  ia  vitesse  après  le  temps  t  est 


176.  On  a  pour  l'équation  de  la  trajectoire 

t 

ZBsjr.tang.©— or*.  -— ^^ — -.  : 
"  âV'ces.'ô 

cette  courbe  est  dvmc  une  parabole.  Les  coordonnées  du 
sommet  sont  • 

V^sin.Sô  VsiJt.'ô 

X=z et         Z=i' 
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La  rerticale  passant  par  ce  sommet  partage  la  courbe  ea 
deux  parties  égales.     . 

Pour  déterminer  la  vitesse  ou  la  direction  initiales 
qui  feraient  passer  la  trajectoire  par  un  point  déterminé, 
on  a 

et  si  z=o , 


V 


sm.29  '  V 


Il  y  a  toujours  deux  dirèciions  initiales  correspondantes 
à  une  amplitude  donnée.  La  plus  grande  amplitude,  ou 

la  grande  valeur  x «=         '■  ,  répond  à  0  =  r . 

1T7.  Les  questions  relatives  au  tir  des  projectiles  sev- 
raient résolues  d'une  manière  trop  éloignée  des  effets 
naturels  si ,  comme  on  Ta  fait  dans  les  n^  précédents , 
on  négligeait  entièrement  la  résistance  de  l'air.  On  sait 
que ,  pour  les  très-grandes  vitesses  qui  doivent  être  con- 
sidérées dans  ces  questioiis ,  la  résistance  augmente  sui* 
vant  une  progression  plus  rapide  que  celle  du  carré  de 
cette  vitesse ,  et  d  ailleurs  elle  dépend  de  la  densité  de 
l'air  qui  varie  dans  les  diverses  parties  de  la  trajectoire. . 
L'appréciation  exacte  de  ces  circonstances  donnerait  lieu 
à  des  calculs  fort  compliqués.  Nous  supposerons  simple- 
nient  ici  la  densité  de  l'air  constante»  et  la  résÎAtance  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  vitesse  du  mobile.  Les  équa- 
tions du  mouvement  seront 


•  » 


:*i 
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dfx 


^(ds\dx  ifz  -ïdsydz 

5  longueur  de  Tare  de  la  trajectoire  oorrespoodant  aux 

coordonnées  x,  y  ; 
K  coeffieient  constant  dépendant  de  la  figure  du  corps  et 

de  la  densité  du  floide. 

Ges  équations  peurent  s'écrire  *.  . 

tPx         K  ds  dx 

^*' lt^~m'dLlI' 

d^z Kds  dz 

n  b  agit  de  déduire  de  ces  équations  la  figure  de  la  tra- 
jectoire et  l'expression  de  la  vitesse  du  mobile  en  un 
pondt  donné  de  cette  courbe. 

L'équation  (1)  donne  immédiatement 

cLx  ■*  f  j 

(3)... -p.=sVco8.ô,c   *  . 

'  dt      . 

dz 
178.  Soit  fait  pour  abréger  — .5=^,  ou  dsszqdx. 

«  fmX 

_.  dz  dx   d^z       dq  dx      d^x  ,- 

Onaura^  =  î^,^-^^  +  ^,  ,  et e«  ^aleun 
misas  dans  l'équatloB  (2)  la  chaii{;ent  es 

...  dq  dx 

<*^ Adi"-^' 

ou  à  cause  de  l'équalian  (8) 

da  g         "^ 

(5) -Ssj^^-^»  , 

op  . 


dq.  Ki+9* vî^*«" 'i 


•k 


• 


1 


«♦ 


H 
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et  en  intégrant 

> 


3K 


ou  en  clélermixiant  l<i  coustanté  de  roanière  que  Ton  ait 
en  même  temps  j  =  o ,  9  ^  taug.O 


(6) tang  6|/l+tang.*9— ^j/l-h?' 


2K 


^+j/l+,'         .  KV  co«.  ôV  / 

179.  L  équation  (6)  donnant  une  relation  entre  9  et  5 

fn 

fait  connaître  la  6gure  de  la  courbe.  Eb^HA^Ht  0 
efitre  cette  é^jualiou  et  Téijuation  {&} ,  et  représentant 
par  Q  la  quantité 

on  déduit 


*  Q' 

*    Q  ' 


>ct  par  conséquent 


'**]«        Q' 


*    t 


1 

i 
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Ces  intégrales  défiavM  étant  cateulées  par  appftmtna- 
tion  feront  connaMne  les  coordonsées  du  pomt  dé  la 
courbe  Sans  lequel  la  tangente  a  une  inclinaison  fixée 
|Mnr  Hi  valeur  de  q.  On  pourra  donc  tracer  cette  courte 
qui  se  trouvera  déterminée  par  une  suite  de  points  et 
par  la  direction  des  tangentes  tracées  par  ces  mêmes 
points.  Les  valeurs  de  at  et  de  s  tx>rrc»»pondan4jes  à  q  =ro 
donneront  les  coordonnées  du  sommet  de  la  courbe. 
La  valeur  de  x  qui  répondra  à  la  valeur  oAez  donnera 
l'amplitude  du  jet. 

La  courbe  n  est  point  ici  formoe  de  deux  parties  symé- 
triques séparées  par  le  sommet  ;  la.  branche  descen- 
dante a  pour  asymptote  une  ligne  verticale.  En  efiet, 
soient  af  et z'  deux  valeurs  de  jc  et  z  correspondantes  à  une 
valeur  négaiive  très-grande  de  q  que  nous  désignerons 
par  q'  ;  et  soient  également  x**  et  z'  deux  autres  valeurs 
de  a:  et  X  oorrespiiidaotas  à  uae.mkur  négative  q"  ^m^ 
core  plus  grande.  On  aura  sensiblement 

or,  la  première  de  ces  e^resaioos  tçnd  vers  la  limiie  o  à 
oiesuro  qua  9'  et  q"  sont  plm^gtag^H ,  iwâm  qaeb  «^ 

conde  expression  lend  ir  devenir  —  *^ ,  d'où  résulte  la 

proposilidit  énonirie.  *■ 

•  .  /  • 

•        •  .  »*- 


•  JI^^Ê^^K^w 


*?•.   m 


'^^ 


»• 
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L'éfualioD  (6)  JimmM  la  lopguwir  de  b  oeurbe  -ea 
fimctiop  de  rindinfisoa  de  la  tasgente. 

160.  Pour  obtenir  Tex  pression  du  tenps  moessaîre 
pour  parcourir  une  portion  donnée  de  la  courba ,  on 

observe  que ,  d'après  l'équation  (i),  df  = dq.dx, 

ou  en  remplaçant  4ir  pwr  la  valeur  lurécédente. 


^■Â 


d'où 


vif 


181.  En6n ,  pour  avoir  la  vitesse  du  projectile  en  un. 
point  donné  de  la  courbe  y  vitesse  que  nous  désigne* 

Hms  par  u,  oO   observe   que  p*  :»  (l4-9*)  ^-^,  ou  à 
cause  de  Téquâtion  (4) , 


p^g'ii+q') 


*1 


ou  en  mettant  à  la  place  dedt\ai  valeur  précédente , 

K     Q 

■ 

»  ■  -  »  • 

Su  doBDaiK  à  y  cuir  valeur^  négative  de  phas'en  pkis 
grande  «  cette  formule  s'approche  de  plus  en  plus  de  la 

m 


valeur  f/?cs.^,  ce  qiii  8'âeoorde4i^^le»réAdtat3  ob« 


tenus  n"  123. 


*.< 


-  :i5 


•  ■»" 


i8S.  Considérons  maintenant  le  cas  où  la  direclion 
initiale  du  mouvement  s'écarte  trèflft.peu  d'une  ligne  ho- 
rizontale. On  peut  alors  regarder  dans  la  partie  de  la 
courbe  située  au-dessus  de  l'axe  des  x  les  quantités  x 
et  5  comme  ne  différant  pas  sensiblement  l'une  de  l'au- 
tre. L'équation  (3)  devient 

dx     ,-    — X 
et  l'équation  (5) , 

dq^-^^dx.C-'  , 

d'où  l'on  déduit,  au  lieu  de  l'équation  (6) , 


ïO"'  -l). 


mg 

Cette  dernière ,  en  remarquant  que,  dz  =  qdx ,  donne 
pour  l'équation  de  la  courbe 

aX  ~*    "^* 

183.  L'équation  précédente  —  =  \.e      *      donne 

l'expression  de  la  vitesse  du  projectile  en  un  point  quel- 
conque de  la  courbe.  Le  temps  nécessaire  pour  qu'il 
parcoure  une  partie  donnée  de  cette  courbe  est  exprimé 
par  la  formule 


'=W V"'  -V 


11 
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XII.  Mouvement  des  planètes  et  des  satellites.  —  Lois 

• 

DE  Kepler. — Principe  de  la  gravitation  universelle. 

184.  Les  astronomes  ont  établi  d'après  robservation 
les  lois  géométriques  des  mouvements  des  planètes 
autour  du  soleil  et  des  satellites  autour  des  jdaaètes. 
Ces  mouvements  s'accomplissent  à  fort  peu  près  dans 
des  orbites  elliptiques,  et  sont  assujettis  à  des  condi- 
tions générales,  appelées  lois  de  Kepler.  Newton  a 
déterminé  d'après  ces  lois  la  cause  mécanique  de  ces 
mouvements,  c'est-à-dire  la  nature  des  forces  dont  les 
corps  planétaires  sont  animés  et  des  actions  qu^ils 
exercent  les  uns  sur  les  autres.  Il  a  montré  que  ces  ac- 
tions sont  le  résultat  d'une  force  d  attraction  mutuelle 
existant  entre  toutes  les  parties  des  corps,  et  dont  Tin- 
tensité  est  réciproque  au  quarré  de  la  distance  de  ces 
parties»  Nous  indiquerons  ks  notions  principales  sur  les» 
quelles  ces  résultats  importants  sont  fondés. 

Première  loi  de  Kepler.  Les  orbites jdes  planètes  sont 
des  courbes  planes ,  et  les  aires  décrites  par  les  rayons 
vecteurs  autour  du  centre  du  soleil  sont  proportionnelles 
aux  temps  :  d'où  l'on  conclut  que  la  force  qui  produit 
le  mouvement  de  la  planète  est  dirigée  vers  le  centre  du 
soleil. 

185.  Cette  conséquence  résulte  immédiatement  de  ce 
qui  a  été  exposé  dans  le  n'^  ikk.  Si  l'on  veut  la  démon- 
trer directement,  soit  {fig.  21  )  A  le  centre  du  soleil,  M 
celui  de  la  planète  ,  MN  l'orbite,  que  nous  supposerons 
rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  Âx ,  A/  passant 
par  le  centre  du  soleil.  Désignons  par  P,  Q  les  compo- 
santes dans  le  sens  des  x  et  des  y  de  la  force  agissant 


•^.** ^..'Vt        ^     X  • 
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sur  la  planète,  que  nous  supposons  dirigées  de  Buaière 
à  diminuer  les  coordonnées  positives,  m  étant  la  masse 
de  la  planète ,  les  équations  de  sou  mouvement  seront 


On  en  déduit 


d'à; 


d'y 
'de 


— Q. 


«ffc^=iy-«-. 


OU 


tn 


de 

d.ixdy—y^dx) 
d? 


=Pr— Qx. 


Or,  xdy^-^dx  est  le  double  de  Taire  décrite  par  le  rayon 
vecteur  AM  lorsque  t  augmente  de  Télément  dt.  Donc , 
d'après  la  loi  énoncée ,  cette  quantité  est  constante  dans 
toute  rétendue  de  l'orbite.  Sa  différentielle  est  donc 
nulle ,  et  Ton  a 

P         X 
0=:Pr-Qx, 


ou        —  =  — 


Q    y 

La  force  dont  P  et  Q  sont  les  composantes  est  dope  diri- 
gée suivant  MA. 

Deuxième  loi.  Les pUmistes décriant  deselUpses  dont 
le  centre  du  soleil  est  un  de^  foy^^^  ;  d'où  Ton  conclut 
que  la  forc/s  qui  produit  le  mouvement  de  la  planète 
varie  en  raison  inverse  du  quarré  de  la  distance  jJe  la 
planète  au  soleil. 

186.  Des  équations 
d'x 


m 


^-p. 


di 
nous  déduisons 

dxd*x+<fyd^^ 


m 


de 


=— (P^x+Q^j  )  ; 


r 
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et  en  intégrant 


m     J^  =-2i(P<<x4-Q^). 

Tintégrale  du  secoad  membre  étant  prise  depuis  les  va- 
leurs correspondantes  à  un  instant  donné. 

Changeant  les  coordonnées  rectangulaires  x  ^  y  ^n 
coordonnées  polaires,  appelant  r  le  rayon  vecteur  AM, 
et  w  Tangle  de  ce  rayon  avec   Taxe  des   x,   ce  qui 

donnera 

jr:sircos.  0),        ^  =  rsin.w; 

et  nommant  F  la  résultante  des  deux  forces  P ,  Q ,  que 
l'on  sait  être  dirigée  suivant  MA ,  en  sorte  que 

P=:Fco8.w,        Q  =  Fsin.w; 
l'équation  précédente  devient 


m 


de 


=—2fF^/'. 


Et  comme  l'on  sait  par  la  première  loi  que  l'aire  décrite 
par  le  rayon  vecteur  AM  dans  le  temps  dt  est  constante, 
on  peut  écrire  ,  G  étant  une  constante, 

r\df»=Kdt; 

ce  qui  change  cette  équation  en 


On  en  déduit 


=> 


dfti=^' 


Cdr 


V-^'-^"]^ 


dr 


»• 


-    -      *^* 


'V 


^^  -*ï 


s^r  -• 
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ce  qui  déterminerait  la  figure  de  Torbiie  si  la  force  cen- 
trale F  était  donnée  en  fonction  de  la  distance  r. 
En  différentiant  Féquatibn  précédente,  elle  donne 


F  =  mC 


1  i^-(p£) 


r^      2 


dr 


ce  qui  déterminera  la  force  F  lorsque  la  figure  de  lor- 
bite  sera  connue. 

187.  D'après  la  loi  énoncée,  la  figure  de  l'orbite  est  ici 
une  ellipse  dont  un  des  foyers  est  en  A.  L'équation  de 
cette  courbe  est  donc 


1  -4-c.  cos .  (o> — '^5^)  * 


en  représentant  par 

a  le  demi-grand  axe  de  Tellipse  ; 

e  leicentricité ; 

^  Tangle  formé  par  le  grand  axe  avec  Taxe  des  x. 

On  déduit  de  cette  équation , 


(^ 


i    rfr  y_e'sin.'(w 


) 


D'après  cela ,  rex]()ression  de  F  du  rx^  précédent  devient 


F=: 


mG 


«r'(l— c') 


.»\  » 


F 

d'om      ~= 


C' 


m     flr*(l — e*)' 


I*  . 

La  vitesse  — ,  que  la' force  dirigée  suivant  MA  qui  pro- 
duit le  mouvement  de  la  planète  pourrait  imprimer  à 
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cette  phmèce  dans  iimité  deiempt,  ^rt^cwB,  daoïs  foule 
l'étendue  de  f'ofbite,  ptofiôttiôttMHe  h  ~. 

Troisième  loi.  Les  quarrés  des  temps  des  réuolutions 
des  planètes  sont  entre  eux  comme  les  cubes  desgrcaids 
axes  de  leurs  orbites  :  d'où  l'on  conclut  que  les  mouve- 
ments des  diverses  plaïiètes  sont  produits  par  une  même 
force  dont  l'intensité  varie  en  raison  inverse  des  quarrés 
dés  distancée  de  tes  corps  au  soleil. 

188.  Les  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  étant 
pVoportionÀell'és  au  temps,  l'équation  /^'.£2w=C</t, 
dans  laqùeKè  r.*^w  représente  le  double  de  taire  décrite 
dans  le  temps  dt^  donne 

'  2Tr.aVl— e'=CT, 
en  désignant  par  T  le  temps  de  la  révolution  de  la  pla- 

nète.  Mettant  dans  l'expression  de  —  du  h°  précèdent  la 

m 

valeur  de  G  qui  résulte  de  cette  équation,  il  nesdra 

F     Ant\a^ 


m      r'T' 


a» 


Le  rapport  —  étant  constant  pour  les  diverses  planètes 

F 

d*après  la  loi  énoncée ,  la  valeur  de  —  pour  l'unité  de 

distance  est  donc  aussi  constante.  Donc  la  force  émanant 
du  soleil ,  qui  régit  les  mouvements  Âes  planètes ,  agit 
également  danfe  toute  l'étendue  dû  sjr^tètne  planétaire 
«ur  à'àè  masses  égales  placées  à  égalas  distences  du  so- 
leil. Ceife  'fcrc'e  ne  varre  ^e  pat  te  dihngerfrtttt  de  fa 
dittsmc^ 
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Primoipe  de  ia  gravkation  uHié/enettej 

189.  Les  mouTements  des  satellites  autour  des  pla- 
nètes  étant  à  fort  peu  près  assujettis  aux  mêmes  con- 
ditions ^e  les  mouvements  des  planètes  autour  du  so- 
leil ,  les  résultats  précédents  conduisent  à  considérer  les 
mouvements  des  .astres  comme  étant  régis  par  une  force 
d'attraction  mutuelle  existant  entre  toutes  les  substances 
matérielles ,  proportionnelle  à  ta  masse  des  parties  qui 
s'attirent ,  et  réciproque  au  quarré  de  la  distance  ac- 
tuelle de  ces  parties.  Cette  hypothèse ,  développée  par 
le  calcul ,  donne  les  lois  du  système  du  monde. 

La  force  d'attraction  qui  s'exerce  entre  deux  corps 
planétaires  doit  être  regardée  comme  émanant  de  toutes 
les  parties  de  ces  corps.  Mais  leur  figure  est  à  fort  peu 
près  sphérique  «  et  il  sera  démontré  par  la  suite  que  la 
force  d'attraction  dont  il  s'agit  peut  être  supposée  éma- 
ner du  centre  des  planètes,  comme  si  toute  leur  masse 
était  concentrée  dans  ce  point.  D'après  cela»  considérons 
deux  corps  planétaires  dont  les  masses  sont  respective- 
ment M  et  m,  la  distance  de  leurs  centres  étant  désignée 
par  r.  La  force  avec  laquelle  chacun  de  ces  corps  est  at- 
tiré vers  l'autre,  exprimée  en  unité  de  poids,  doit,  con- 
formément au  principe  que  l'on  vient  d'éngncer ,  être 

représentée  par*^-!-^ — ,  en  désignant  par/*un  coefficient 

constant.  Ainsi,  ces  corps  étant  supposés  céder  librement 
à  cette  attraction,  le  premier  s'approchera  du  second  en 

aotpiérant  b  vitatse  w-daps  l'unité  de  t^mps,  et  le  se- 

r 

cond  se  rapprochera  du  premier  eu  acquérant  la  vi- 
tesse  -^-  dans  l'unité  de  temps.  Donc ,  si  l'on  considère 
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le  mouvement  relatif  du  second  corps  par  rapport  au 
premier,  c'est-à-dire  le  mouvement  par  lequel  le  second 
corps  s'approche  du  premier  regardé  comme  fixe  dans 
l'espace ,  il  faut  regarder  ce  second  corps  comme  ac- 
quérant dans  lunité  de  temps  la  somme  des  deux  vitesses 

précédentes ,  c'est-à-dire  la  vitesse'— — r"— . 

190.  D'après  ce  qui  précède ,  M  désignant  la  masse  ' 
du  soleil ,  m  la  masse  de  la  planète  et  r  la  distance  actuelle 
des  centres  de  ces  deux  corps,  la  force  à  laquelle  sera  du 
le  mouvement  de  la  planète  par  rapport  au  soleil  doit 
être  capable  d'imprimer  à  la  masse  m  de  la  planète  la 

vitesse   -^ — ; dans  l'unité  de  temps.  On  devra  donc 

remplacer—  par"— — 3 —  dans  l'équation  du  n**  188, 
qui  deviendra  ainsi 

Il  parait  donc  que  dans  Thypothèse  de  la  gravitation 

universelle  le  rapport  =^  n'est  pas  rigoureusement  le 

même  pour  toutes  les  planètes.  Si  les  observations  in- 
diquent une  valeur  constante  pour  ce  rapport ,  c'est 
parce  que  les  masses  des  planètes  sont  toutes  très-pe- 
tites par  rapport  à  la  masse  du  soleil. 

191.  La  connaissance  de  la  grandeur  du  rayon  de  la 
terre,  et  de  l'intensité  de  la  pesanteur  à  sa  surface,  donne 
les  moyens  de  déterminer  les  rapports  des  masses  de 
toutes  les  parties  du  système  solaire ,  et  l'intensité  de  la 
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peîsanteur  dans  les  diyers  points^ de  ce  système.  Soit  m  la 
niasse  de  la  terre,  fA  la  masse  d'un  corps  placé  à  une  petite 
distance  au-dessus  de  sa  surface ,  et  p  le  rayon  de  cette 
surface.  Ce  corps,  d'après  le  n*"  précédent,  tendra  à  s  ap-^ 
procher  du  centre  de  la  terre  en  acquérant  dans  l'unité 

de  temps  la  vitesse  '^—~~   ou  simplement  -^  si  f*  est 

très^petite  par  rapport  à  m.  Donc 

P 

g  désignant  la  .vitesse  ac<juise  dans  l'unité  du  temps  par 
les  corps  graves  tombant  à  la  surface  de  la  terre  (  en  fai- 
sant abstraction  de  l'effet  du  mouvement  de  rotation 
propre  de  la  terre  et  supposant  la  terre  parfaitement 
sphérique  ).  En  comparant  cette  équation  à  la  précé- 
dente ,  on  a 

m       go"T  OT_      gp^T 

expression  du  rapport  de  la  masse  du  soleil  à  celle  de  la 
terre. 

192.  Soit  maintenant  une  autre  planète  dont  m'  est  la 
masse,  a  le  grand  axe  de  l'orbite,  T' le  temps  de  la  ré- 
volution ;  l'équation  du  n"*  190  donnera 

/  (M+"0=  ^', 

ou  en  mettant  pouryja  valeur— , 

m 

m=TO— — .— M. 
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Le  rappori  entre  la  nuMe  m  d'une  pianèlir  qui  a  un 
satellite  et  la  aasde  M  du  aoleii  peut  être  détermine 
d'âne  âu4re  aanière.  Soit  ^  la  masse  du  satdilite,  «  le 
denû-^rand  axe  de  l'orbite  qu'il  décrit  autour  de  la  |ila- 
nèle,  r  le  ftempa  de  sa  révoLutioB.  L'équation  du  n""  lAO 
appliquée  au  système  de  ces  deux  corps  donnera 

et,  comme  l'on  peut  négliger  m  par  rapport  à  M,  et  fx  par 
rapport  a  m^  oa  déduit  de  ces  deux  équations 

m   ovr* 

193.  Pour  déterminer  la  vitesse  g*  qui  serait  impri- 
mée dans  l'unité  de  temps  aux  corps  tombant  à  la  surface 
d'une  planète  dont  la  masse  serait  m!  et  le  rayon  de  la 

surface  jff>',  on  remarque  que  l'équation  "^^  =  g  rela- 
tive à  cette  planète,  étant  comparée  à  l'équation  sem- 
blable relative  à  la  terre  posée  n»  191 ,  donne 

«V 
XIII.  Mouvement  d'un  cobps  attiré  vers  un  centre  fixe 

EN    RAISON    INVERSE   PU    QUARRÉ    DES    DISTANCES. 

19b.  Soit  A  ifig.  92)  un  centre  fixe,  et  m  la  masse  d'un 
corps  qui  est  attiré  vers  cecentreavec  une  force  dont  la  va- 
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A 
leur  ea  unité  de  poids  e§t  —  IcH'Mjue  ce  corps  est  placé  à  la 

distance  r  du  centre  A.  On  suppose  quh.  riastant  où 
Ton  commence  à  compter  le  temps,  le  corps  dotttils'^^t 
se  trouve  en  M  à  la  distance  R  du  centre  fixe,  et  qu'il  se 
meut  arec  tuci6  vrtessè  Y  dans  une  direction  formant 
l'angle  G  avec  le  rayon  R.  La  position  initiale  du  rayon 
vecteur  AM  est  ckikinéd  par  Tangle  o,  compris  entre  ce 
rayon  et  une  ligne  fixe  Ax,  tracée  dans  le  plan  qui  con- 
tient le  sayon  JiM  et  la  directioiDi  de  la  vitesse  Y.  La 
courbe  que  décrira  le  corps  autour  du  centre  A  est  évi- 
demment comprise  dans  le  plan  dont  on  ^ient  de  parler. 
Il  s^agit  de  déterminer  la  ligure  de  cette  courbe  cft  le 
mouvement  du  corps. 

On  remarque  en  premier  lieu  que  la  force  qui  produit 
le  mouvement  du  corps  émanant  d'un  centre  fixe,  les 
aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  seront  proportion- 
neUes  aux  temps,  conformément  au  n9  1B6.  Or,  dans  le 
premier  élément  du  temps,  ledouble^el'aire  décrite  par  ie 
rayon  AM  est]l.Ysin,.G.rfe.  Dènc  réi|uation  r.*d(o=^C»dtt 
posée  n""  186,  devicM  pour  cet  élément  du  temps 


I 

195.  En  second  lieu^  soit  m  la  viteKfetlu  oorps  Jarsqu  il 
est  parvenu  en  m  au  bout  du  temps  t.  L'équation 

trouvée   n^  186 ,   en    observant   que    nous  avons    ici 
F  =  -r ,  devient 
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■=-i^=' 


niif^ = — 21  — r- = const .  •+ 


r 


et  donnera,  pour  l'instant  où  le  corps  est  dans  la  position 
initiale  M , 

SA  2Â 

Il  R 

et        ^ 

-,,      2A     2A 
A        r 

Nous  devons  donc  dans  les  formules  des  n""  186  et  187 

remplacer — 2 /Frfr  par  mV  —  i^  +  — . 

R        r 

196.  D'après  cela,  Téqufttion 

C.dr 


€it»=^ 


\/— e— 2r»f^^- 


obtenue  n«  186,  deviendra 

C.dr 


d^: 


V-% 


mJk    mr 


dans  laquelle  il  faudra  mettre  pour  la  constante  C  la 
valeur  trouvée  n""  \^k  d'après  les  données  de  Tétat  initial 
du  corps.  L'équation  précédente  peut  s'écrire 


rti&i  =       ■  ■ .     ■  ■     ,        .  ,  ■       ,       ... 


mR  ^  »«'C' 


et  doonc  CD  intégr.'int 


6i = C07i5/.+arc.  cos . 


-.73- 

r    mC 


V/--IÎ 


2A     JC_^ 


On  aura  donc  pour  la  position  initiale  M  : 

R     //tC 


a=coii5/.4-arc.GOs. 


et  par  conséquent  pour  la  valeur  complète  de  u , 

C      A  C     A 


I       ^1 


w:=n — arc. COS.    *     .  j-arc  cos. 


On  en  dcdpit 

.    C 


V 


C      A 


R   mG 
_,  .  _  ,      ,  _  ,     -  .arc.  COS.- 

mG 


V/' 


ou,  en  remplaçant  C  par  la  valeur  écrite  n*^  19*,  et  en 
faisant  pour  abréger, 

mR'V'sin.^0 
PT Â . 


=V/='2^(r->.'  ■ 


: '■ i 


'Z^=fl — arc.  COS. 


H  pcos.(vï='Z&') 


p 
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197.  Celte  équation  représente  upe  courbe  du  second 
degré  dont  le  poîst  A  est  un  des  foyers ,  et  dans  la- 
quelle p  est  le  demi-paramètre ,  e  Texcentricité ,  et  ^z^ 
Tinclinaison  du  faraud  axe  sur  Taxe  fixe  Ax. 

L'orbite  décrite  par  le  oorpe  sera  une  ellipse  si  Ton  a 

9A  2A 

mV  ^"g"  ;  elle  sera  une  portion  de  parabole  si  TOV'^-g— , 

enfin  elle  appartiendra  k  une  branche  d'hyperbole  si 

Ton  a  rnV^^r^,  Ainsi,  la  nature  de  cette  orbite  ne 

dépend  pas  de  la  direction  du  mourement  initial, 
mais  seulement  de  la  distance  R  et  de  )a  vitesse  V.  On 

m 

peut  wmarquer  que  la  valeur  Y=»V  — *  <iuî  résulte  de 

SA 
l'équation   rn\r   =   rg-,  représente  la  vitesse  qu'aurait 

acquise  un  corps  partant  d'une  distance  infinie  avec  une 
vitesse  i^ulle  lorsqu'il  serait  parvenu  à  la  distance  R  du 
centre  A. 

En  nommant,  comme  dans  le  n*  1S7,  a  le  demi-grand 
axe  de  Porbite»  ou  la  distance  moyenne,  c'est-à-dire  la 

moyenne  des  valeurs  extrêmes  r^  ,  -^  du  rayon  vec- 
teur r  y  on  aura 


p  RA 


2A— R.wV 


La  viileur  du  gv^nd  axe  de  Torbite  ne  dépend  donc 
pas  de  la  direction  initiale  du  mouvement  du  point  ma- 
lériel. 


•  è  •        •      •       .  ♦.. 


■ 

2A        2A 
198.  L'équation  /ni/'  =  /?iV" —    .^  +  _,   dblenue 

n*  195,  donne  (en  ayant  égard  aux  expressions  depete 
du  n°  précédcoit) 


V 


ou  si  Ton  veut 


V       m       411* 


m     ar 


La  plus  grande  et  la  moindre  valeur  de  la  vitesse  ont  lieu 
lorsque  le  corps  passe  au  sommet  de  la  courbe  le  plus 
voisin  et  le  plus  éloigné  du  foyer  dont  émane  la  force. 
Dans  l'astronomie ,  ces  points  se  nomment  le  périhélie 
et  y  aphélie  de  la  planète. 

IM.  Pour  obtenir  maintoiant  une  relation  entre  te 
temps  et  la  position  du  corps  dans  son  orbite ,  nous  re- 
prenons l'équation  du  n°  196  ,  v 

.  Cdr 


V^-'-Ê*'' 


rnr 


D'après  la  relation  r'éjw  =  dit  posée  n""  186,  cette  équa- 
tion donne  • 

,  r.dr 


ét^mm 


V  -'Hv-IÎ  W 


2Ar 

m 


ou  en  mettant  pour  G*  sa  valeur  (n°  lOi)  R'V*sin.'d,  et 


nyant  égard  aux  expressions  de  p  et  c  écrites  no  19G , 

r.dr 


dt^ 


V 


^.^_A(i_e.)V+^'- 


m        mp  m 

Cet te^  dernière  équation  peut  s'écrire 

r.dr 


dt^ 


\/;^\/.-[^'-.] 


ou  en  mettant,  a  à  la  place  de 


di=^ 


1— e" 
r.dr 


/^  V«--(:-')-  ' 


iz=zconst.' 


dont  l'intégrale  (  qui  s'obtient  facilement  ^i  posant 
1  ==  ecos.f ,  f  désignant  une  nouvelle  variable)  est 

Si  l'on  pose  successivement  r=a(l — é)  et  r=a[\+e) , 
cette  formule  deviendra 

\  /  nia^       - 
t=zconst, — ff\/  —,  et  t=zconst, 

^       A 

Ainsi,  là  durée  entière  d'une  révolution  entière  est 

Sw  V  ^.  Ce  résultat  s'accorde  avec  l'équation  écrite 

A 

•  .  A- 

n®  188 ,  puisque  nous  avons  ici  F  =  —. 
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XIV.  Attraction  d'uk  corps  sprérique  sur  un  point  ma- 

TÉKIEL,  —  VaKIATIOITS*  Vit  LA  GRAVITÉ  A  £A  SURFACE  DE    LA 

TERRE.  —  Densité  moyenne  de  la  terre. 

200.  Nous  avons  admis  dans  les  articles  précédents 
que  l'attraction  exercée  par  les  corps  planétaires  sur 
un  point  matériel  pouvait  être  regardée  comme  éma- 
nant du  centre  de  ces  corps ,  de  la  même  manière  que  si 
toute  leur  masse  était  concentrée  dans  ce  point.  Cette 
,  hypothèse  est  conforme  à  la  vérité  lorsque  Ton  consi- 
sidère  les  corps  planétaires  comme  des  sphères  homo- 
gènes ,  ou  comme  des  sphères  formées  de  couches  con^ 
cen triques  homogènes. 

SoitG(/%.  23)  le  centre  d'une  couche  sphérique  d'une 
épaisseur  infiniment  petite  dont  nous  désignerons  le 
rayon  CM  par  R  ;  et  A  la  position  d'un  point  matériel 
dont  la  masse  est  m ,  et  que  nous  supposons  d'abord  placé 
au  dehors  de  là  courlîe  sphérique.  Appelons  r  la  dis- 
tance AC.  Il  s'agit  de  connaître  la  force  avec  laquelle  le 
point  matériel  est  attiré  par  la  couche  sphérique ,  force 
qui  est  évidemment  dirigée  suivant  la  ligne  AC  lorsque 
la  couche  est  homogène.  Nous  pouvons  décomposer  cette 
couche  en  élânents  différentiels  en  la  coupant  par  des 
plans  MN  perpendiculaires  à  la  ligne  AC.  Désignons 
pour  l'un  quelconque  de  ces  éléments  par  &>  l'angle  MCA, 
et  par  x  la  distance  AM.  Nous  aurons 

MP=Rsin.w»  et     .      a:'=/^— 2R«50s.»+R». 

Le  volume  de  l'élément  différentiel  dont  il  s'agit  sera 

^fR.27rRsin.&i.R^6>  j 

12 
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et,  par  conséquent,  en  appelant  ^t,  la  masse  de  la  matiàre 
de  la  couche  pour  l'unité  de  volume,  la  masse  de  cet 
élément  sera 

0 

Remarquons  d  ailleurs  que  les  portions  de  l'élément  dif- 
férentiel placées  en  M  et  en  N  exercent  sur  le  point  ma- 
tériel placé  en  A  des  actions  qui  se  détruisent  en  partie,  et 
dont  on  ne  doit  preadre  que  les  composantes  dans  la  di- 
rection AG.  On  aura  d'après  cela ,  pour  la  force  avec 
laquelle  le  point  matériel  est  attiré  par  l'élément  dif- 
férentiel , 

f.lun,2nK^dK,elfasin,(a  r — Kcos.u 


f  désignant  un  coefficient  constant,  conune  dans  le 
n*  189  \  ou  en  mettant  pour  &>  la  valeur  qui  se  déduit  de 
l'équation  écrite  ci-dessus  entre  a>  et  a: , 

^      irRiiR   ,  x'+r'— R" 
f^\^m— — .dx ^5 . 

201.  On  aura  Tattraction  exercée  sur  le  point  maté- 
riel par  la  couche  sphérique  entière  en  prenant  l'inté- 
grale de  cette  expression  entre  les  valeurs  extrêmes  AB 
et  AD  de  jr,  c'est-à-dire  depuis  x=s/*—R  jusqu'à  j:=r+R. 
L'intégrale  indéfinie  étant 

.      nRcOl/     .  r'— R'\ 

l'expression  cherchée  est  donc 

^       4nR*/m 

/.fim. — ^ — . 

Le  facteur  ^ttR'  représente  la  surface  de  la  couche  sphé- 
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rique,  et  pt„knR*dR  en  représente  la  masse.  Ainsi,  i  at- 
tïactiea  qu'exerce  eette  coucbe  sur  lin  peint  matériel 
placé  au  dehors  ne  diffère  pas  de  celle  qu'exercerait  un 
point  matériel  de  même  masse  que  celle  de  la  couche 
et  qui  serait  placé  au  centre  de  cette  couche. 

208.  Une  sphère  étant  l'assemblage  d'une  infinité  de 
couches  concentriques ,  on  peut  lui  appliquer  le  même 
résultat  ;  et  on  yoit  que  ce  résultat  subsiste  également 
lorsque  la  quantité  u  est  constante ,  ou  lorsqu'elle  varie 
seulement  avec  le  rayon  R»  c'est-à-dire  lorsque  la  sphère 
est  homogène ,  ou  composée  de  couches  concentriques 
homogènes. 

208.  Si  nous  regardons  p.  comme  constante ,  l'attrac- 
tion exercée  sur  le  point  matériel  par  une  couche  d'une 
épaisseur  finie  ayant  pour  rayons  extrêmes  R'  et  R  ,  sera 

47r  Rî— R'3 

/.tfi».-— < — . 

3        r' 

L'attraction  d'ime  sphère  dont  le  rayon  est  R  est  donc 

^       4-  R3 

et  si  le  point  matériel  était  placé  à  la  surface  de  cette 
sphère,  Tattraction  dont  il  s'agit  deviendrait 

•Itt 

c'est-À-dire  qu'elle  serait  proportionnelle  au  rayon  de  la 
sphère. 

30<^.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  point  ma- 
tériel attiré  par  une  couche  sphérique  d'une  épaisseur 
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inGniment  petite  est  placé  en  A  (y^.  24)  en  dedans  de  cette 
couche.  L'expression  obtenue  n»  300 ,  pour  l'attraction 
d'un  élément  différentiel -de  la  couche,  convient  égale- 
ment au  cas  dont  il  s'agit  pour  ceux  de  ces  éléments 
différentiels  qui  sont  placés  à  gauche  du  plan  EF  mené 
par  le  .point  A  perpendiculairement  à  la  ligne  AG.  Ainsi  / 
l'attraction  de  cette  partie  de  la  couche  est  exprimée  par 
l'intégrale  indéfinie 

qui  doit  être  prise  entre  les  valeurs  extrêmes  AE  et  AD 

de  X,  c'est-à-dire  depuis  x=^  [/ Rr r"  jusqu'à  a'=R+r. 

Cette  attraction  est  donc 

^       ^dR/^^     R/^2r'+R'\ 

A  l'égard  des  éléments  de  la  partie  de  la  couche  sphé- 
rique  qui  sont  placés  à  droite  du  plan  EF,  le  même  cal- 
cul fait  dans  le  n*  200  donnera  pour  l'expression  de  leur 
attraction 

/'.f/m.27rR'JR.£^sin.o>  Rcos.o» — r    , 


x' 


qui  se  change  en 


f\^  — -r"*-^ rii — 


X 

expression  dont  l'intégrale  indéfinie  est 

^      irR^fil/      R'— r'N 


—  i8i  — 

Cette  intégrale  doit  être  prise  entre  les  valeurs  ei^trémes 
AB  et  AE  de  x ,  c'est-à-dire  depuis  jî  =  R  —  r  jusqu'à 
*=V/Rr — r*.  L'attraction  cherchée  de  cette  seconde 
partie  de  la  couche  est  donc 

c'est-à-dire  égale  à  celle  de  la  première  partie.  Et,  comme 
ces  deux  attractions  s'exercent  en  sens  opposés ,  on  voit 
qu'elles  se  détruisent  réciproquement  ;  en  sorte  qu'un 
point  matériel  placé  dans  l'intérieur  d'une  couche  sphé* 
rique  homogène  d'une  épaisseur  infiniment  petite  ne 
tend  à  se  déplacer  dans  aucune  direction. 

205.  Ce  résultat  s'applique  évidemment  à  un  point 
matériel  placé  dans  Tintérieur  d'une  couche  sphériqiie 
d'une  épaisseur  finie ,  pourvu  que  la  densité  ne  varie 
dans  cette  dernière  couche  que  dans  le  sens  du  rayon. 

206.  On  voit  enfin  qu'un  point  matériel  placé  dans 
l'intérieurM'une  sphère  pleine  n'est  attiré  vers  le  centre 
qu^en  vertu  de  l'action  d'une  sphère  concentrique  à  la 
première  et  passant  par  le  point ,  puisque  toutes  les 
couches  qui  enveloppent  cette  dernière  sphère  n'exercent 
sur  le  corps  que  des  actions  qui  se  détruisent  récipro- 
quement.'La  force  qui  attire  ce  point  matériel  vers  lè 
centre  est  donc  exprimée  par  la  dernière  des  formules 
écrites  n""  203,  en  sorte  qu'elle  est  proportionnelle  à  la 
distance  au  centre,  conformément  au  résultat  dont 
on  a  fait  usage  dans  le  n^  131. 

207.  Si  la  terre  était  une  sphère  parfaite  composée  de 
couches  concentriques  homogènes,  et  si  elle  était  immo- 
bile, l'intensité  de  la  force  de  la  gravité  serait  constante 


pour  tous  les  points  de  la  surface,  et  partout  dirigée  Ters 
le  centre.  Cette  intensité  décroîtrait  en  raison  inverse  du 
quatre  de  la  distance  au  «entre  pour  des  corps  qui  s'é- 
loigneraient de  plus  en  plus  de  la  surface  de  la  terre.  I^a 
régularité  de  ces  lois  est  altérée  par  deux  causes  princi- 
pales :  1"  parce  que  la  terre  n'est  pas  exactement  formée 
de  couches  concentriques  homogènes ,  et  surtout  parce 
qu'elle  n'est  pas  exactement  spbérique;  2^  parce  que  la 
force  centrifuge  résultant  du  mouvement  diurne  de  rota- 
tion se  compose  arec  l'attraction  de  la  masse  de  la  terre, 
et  diminue  un  peu  l'action  de  cette  force. 

Par  l'effet  du  défaut  de  sphéricité  de  la  terre,  1"^  l'ac- 
tion de  la  pesanteur  n'est  pas  dirigée  exactement  vers  le 
centre  :  elle  est  dirigée  suivant  la  ligne  appelée  verticale  ; 
%^  l'intensité  de  cette  action  augmente  de  l'équateur  aux 
pôles,  par  l'effet  de  .la  diminution  du  rayon,  d'une  petite 
quantité  proportionnelle  au  sinus  de  la  latitude  du  lieu. 

308.  Quant  à  l'effet  de  la  force  centrifuge ,  on  peut 
Tapprécier  en  considérant  que  la  terre  effectue  une  ré- 
volution entière  sur  son  axe  en  861 6(  secondes.  Soit 
donc  R  le  rayon  moyen  de  la  terre  supposée  sphérîque, 

dont  la  valeur  est  R  =  ^'^"^  =  6366198".  et  L  la 

latitude  du  Heu.  La  vitesse  de  rotation  sera  ea  ee  lieu 

âfrfi.COS.L  ,  .1  •      '     ji 

,  et  par  conséquent  la  vitesse  imprimée  dans 

861 6& 

l'unité  de  temps  par  la  force  centrifuge  dans  le  seas  d'un 
rayon  mené  dans  le  plan  du  parallèle  sera,  conformément 
au  n«  U8  , 

( -^.  Y  .R.cos.Ls=0",0a3853.co6.L. 
\86I64/  ^ 
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La  composante  de  cette  vitesse  dans  le  sens  de  Faction 
de  la  cavité,  c'est-à-<lire  la  quantité  dont  la  force  centri- 
fuge due  à  la  rotation  de  la  terre  diminue  la  vitesse  im- 
primée dans  Tunité  de  temps  par  la  gravité ,  est  donc 

6»f033S&a.GO8.'L.  • 

Cette  diminution  est  d'autant  moindre  que  Ton  s'éloigne 
davantage  de  l'équateur.  Ainsi ,  Teilet  de  la  force  centri- 
fuge se  réunit  au  défaut  de  sphéricité  pour  faire  aug- 
menter de  l'équateur  aux  pôles  la  force  avec  laquelle  les 
corps  sont  véritablement  attirés  vers  le  centre  de  la  terre, 
et  qui  cause  leur  chute. 

Nous  avons  représenté  par  g  la  vitesse  qu'imprimait 
cette  force  aux  parties  matérielles  dans  Tunité  de  temps. 
L'unité' de  temps  étant  la  seconde  sexagésimale,  la  va- 
leur de  g  est  à  l'Observatoire  de  Paris  £-  =  9",  80896. 
A  la  latitude  de  hi""  et  au  niveau  de  la  mer^  on  a 
§■  =  9"",  80557.  Au  même  niveau,  et  pour  une  latitude 
quelconque  L,  on  doit  prendre 

^=^,80567(1— 0,002588cos.2L). 

Et  lorsqu'on  s'élève  au-dessus  de  la  surface  des  mers 
d'une lauteur  A,  cette  expression  doit  être  multipliée 
par  le  rapport 

/   6366198  Y 

V6366198+A/  " 

■ 

Densité  moyenne  de  la  terre. 

309.  On  a  employé  pour  l'évaluation  de  cette  densité 
deux  méthodes  :  1*"  la  déviation  du  fil  à  plomb  causée 
par  Taltraciion  des  montagnes  voisines  ;  2"*  l'observation 
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des  oscillations  produites pcir  lattractioii  d'un.oorps.  On 
indiquera  succinctement  le  principe  de  ces  méthodes. 

Soit  A  le  volume  de  la  terre  et  n  le  poids  moyen  de 
Tunité  de  volume  de  la  matière  dont  elle  est  formée.  La 

masse  de  la  terre  sera  exprimée  par  A-  en  désignant  tou- 
jours par  g  la  vitesse  imprimée  par  la  gravité  aux  corps 
pesants  à  la  surface  de  la  terre.  Eln  représentant  par  a 
le  volume  d'une  montagne  voisine,  par  <2^  le  poids  moyen 
de  l'unité  de  volume  des  matières  qui  la  composent,  on 

aura  également  —  pour  la  masse  de  cette  montagne.  Si 

maintenant  on  représenté  par  c  la  distance  du  lieu  où 
Ion  se  trouve  au  centre  de  gravité  de  la  montagne , 
nous  devrons  concevoir  que  les  corps  sont  sollicités  dans 

ce  lieu,  1"  par  une  force  verticale  exprimée  paryiA-.^  » 

en  désignant  par/* le  même  coefficient  qu'au  u**  189  y  et 
par  fi  le  rayon  moyen  de  la  terre  ;  ^  par  une  force 

y. a — .-^  due  à  l'action  delà  montagne,  que  nous  pouvons 

gén,éralement  supposer  horizontale  sans  erreur  sensible. 
Or,  le  fil  il  plomb  devant  se  diriger  suivant  la  résultante 
de  ces  deux  forces,  nous  aurons  donc,  en  désignant  par  a 
l'angle  de  ce  fil  avec  la  verticale ,  angle  qui  peut  être  ob- 
servé , 

— —  -T-  =  tanff .  », 
Ane"  ®    ' 

équation  d'où  xl'on  déduira  la  valeur  du  rapport  —  de  la 

densité  moyenne  de  la  terre  à  celle  des  matières  dont  la 
montagne  est  formée. 

On  a  conclu  d'une  observation  de  ce  genre  faite  par 
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« 

Maskdiae  en  Ecosse  que  la  densité  moyenne  de  la  terre 
était  quatre  à  cinq  fois  plus  grande  que  celle  de  Teau. 

210.  La  seconde  méthode  repose  sur  un  principe  difllé- 
rent.  G>nceYOns  une  verge  AA  {fig,  25j  considérée  comme 
levier  rigide  et  sans  masse  aux  extrémités  duquel  on  a 
placé  deux  petits  corps  égaux  entre  eux.  Ce  levier  est 
suspendu  par  son  milieu  C  au  moyen  d'uii  fil  très-fin.  Ad- 
mettons maintenant  que  Ton  présente  aux  deux  corpsA 
deux  masses  égales  D.  L'attraction  de  ces  masses  tend  à 
faire  sortir  le  levier  AA  de  sa  position  naturelle  et  à  le 
transporter  dans  une  position  voisine  BB ,  en  faisant 
tordre  le  fil  auquel  ce  levier  est  suspendu.  Le  fil  ré- 
sistant à  cette  torsion,  les  corps  placés  aux  extrémités 
du  levier  prennent  par  Tefiet  des  actions  opposées  de 
Fiitlraction  des  masses  D,  et  de  la  résistance  du  fil,  un 
mouvement  dont  l'observation  peut  conduire  à  la  solu- 
tion de  la  question  dont  il  s'agit. 

Nous  savons  en  effet,  par  les  expériences  de  Coulomb, 
que  la  résistancequ'oppose  un  fil  à  la  torsion  est  proportion- 
nelle à  l'angle  de  torsion. Cela  posé,considérons  seulement 
le  iftouvement  de  l'un  des  corps  Â  :  soit  |a  sa  masse,  m  la 
masse  placée  en  D ,  r  le  rayon  CA ,  c  la  distance  AD , 
et  M  l'angle  de  torsion  au  bout  du  temps  f ,  angle  que 
nous  supposerons  très-petit.  D'après  cette  dernière  sup- 
position, l'attraction  exercée  par  la  masse  D  pourra  être 
censée  dirigée  dans  le  sens  du  mouvement  de  la  petite 

masse  A,  et  l'on  aura  pour  l'équation  du  mouvement 
de  cette  masse 

f  désignant  toujours  le  même  coefficient  qu'au  n"  189 , 
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et  T  la  valeur  de  la  résiatance  du  fil  à  la  torsion  lorsque 
ce  fil  est  tordu  d'un  arc  égal  à  1.  Cette  équation,  en 
négligeant  les  puissances  supérieures  de  »,  peut  s'écrire 


A*       cV      Vpr        c^    / 


211.  Pour  l'intégrer,  c'est-à-dire  pour  trouver  une 
expression  de  &>  en  fonction  de  t  par  laquelle  l'équation 
soit  satisfaite  et  qui  s'accorde  également  avec  les  don- 
nées de  l'état  initial  >  on  posera 

«kssA+Bsio^+Gcos.gl  f 

A,  B,  Cf  p  et  q  étant  des  constantes  ;  et  Ton -s'assurera 
facilement  que  cette  expression  satisfait  à  l'équation  dtf* 
férentielle ,  pourvu  que  l'on  ait 

/.m  

cV  \    /  T^      2/.W 


et    p=î=  y  -- 


T      2/-.I»'  '^     '        V    pir        c* 


L'expression  générale  dé  w  est  donc 

»  * 

f.m 

+Bsin.r  \/  J-— A^Ccos. e\ / —^ 

\    l^r      c,  V    y^r      cr 


T  2/:^ 

Les  constantes  B^  C  se  détermineront  d'après  Tétat  ini- 
tiai du  corps  A.  Supposons  que  quand  t  ss  o ,  la  vitesse 
de  ce  corps  soit  nulle  :  l'expression  précédente  ne  pourra 
satisfaire  à  cette  condition  à  moins  que  l'on  n'ait  B  =  o. 
Supposons  de  plus  que  la  valeur  initiale  de  «>  soit  éga- 
lement nulle  ;  il  faudra  alors  que  l'on  ait 

C=a— A. 
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Ainsi ,  la  valeur  complète  de  u  sera  définitiTement 

.(i_cos.r\/i::^). 


212.  Cette  équation  fait  oonnattre  la  nature  du  mou- 
vement périodique  que  prendra  le  corps  A.  Le  levier 
oscille  autour  d'une  position  qui  forme  avec  la  position 
primitive  AA  Vangle 

f.m 
ci*r 
T     2f.m' 

et  cette  même  expression  est  aussi  celle  de  Técart  du 
levier  à  partir  de  cette  position  intermédiaire.  On  peut 
observer  l'amplitude  de  ces  oscillations  :  en  la  désignant 
par  l'arc  n ,  ou  aura  donc 


ii=â.. 


T     2/.m  * 


La  durée  des  oscillations  dont  il  s'agit  est  d^ailleurs 


V: 


T      2/.in 


pr       c' 


Cette  durée  peut  également  être  observée  :  en  la  dési- 
gnant par  6 ,  et  ayant  égard  à  l'équation  précédente,  on 
aura 


e 
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Mais  si  la  masse  de  la  terre  est  désignée  comme  ci- 
dessus  par  A-,  et  son  rayon. par  R,  1  équation  écrite 
n"*  191  nous  donnera 

-- -£.=jf,      d'où     /=2- —  . 
R'      *  •'      An 

• 

De  plus  »  si  a  représente  le  volume  du  corps  placé  en 
D ,  et  'Z^'  le  poids  de  Tunité  de  volume  de  ce  corps ,  nous 

aurons  m=sa — . 

Mettant  ces  valeurs  dans  Téquation  précédente ,  elle 
deviendra 


_/ii  r  c*  An 
d^où  l'on  déduit 

^V^  7r"Q  cVA  * 

Les  expériences  dont  il  s'agit  sont  très-délicates  et 
exigent  des  précautions  minutieuses.  Celles  qui  ont  été 
faites  par  Gavendish  ont  conduit  à  attribuer  à  la  terre 

une  densité  moyenne  égale  à  environ  5  -  fois  celle  de 

leau y  résultat  un  peu  plus  grand  que  celui  qui  a  été 
mentionné  n"  209. 
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XV.  Équilibre  du  polygone  funiculaire.  —  Courbe 

FUNICULAIRE. ChaInETTE. 

SIS.  Soit  un  fil  parfaitement  flexible  et  inextensible 
attaché  par  une  de  ses  extrémités  à  un  point  fixe ,  et  siip- 
posons  qu'à  divers  points  de  ce  fil  soient  appliquées  des 
forces.  11  s'agit  de  reconnaître  et  d'exprimer  les  condi- 
tions de  l'équilibre  de  ce  système.  On  voit  en  premier 
lieu  qu'en  supposant  l'équilibre  établi,  les  parties  du 
fil  seront  tendues  et  dirigées  en  ligne  droite  d'un  point 
d*applicjEition  des  forces  à  l'autre,  en  sorte  que  ce  fil 
formera  un  polyuAme  rectiligne  dont  les  points  d'appli« 
cation  seront  des  sommets.  De  plus  les  forces  appliquées 
aux  points  extrêmes  devront  être  dirigées  dans  le  sens 
des  côtés  extrêmes  du  polygone,  que  nous  supposons 
ici  n'être  pas  fermé ,  pour  plus  de  généralité. 
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m^  étant  {fig.  26)  le  point  fixe  auquel  la  première  extré- 
mitédu  fil  es  t  attachée,  et  le  polygone  momim^m,. ..  m„m^^  i 
représentant  la  figure  affectée  par  le  fil ,  nous  désigne- 
rons généralement  par 

x^  yji ,  ^,les  coordonnées  du  point  m,  comptées  sur  trois 

axes  rectangulaires  ; 
a,,  bi ,  Ci  les  angles  formés  avec  les  axes  des  x,  des^  et 
desz  par  le  côté  m-mi^ ,  ; 
fi        la  longueur  de  ce  côté  ; 
P,       la  force  appliquée  au  point /n»  ; 
>i  ?  ^t  >  7i  les  angles  formés  avec  les  axes  des  x^  des^  et 
des  z  par  la  direction  de  cette  force  ; 
T,-       la  tension  qui  s'établit  dans  le  côté  m,m|^|  du 
polygone. 

Gela  posé,  nous  reniarquerons  que  le  système  étant 
en  équilibre ,  chacune  des  forces  P«-  est  nécessairement 
détruite  par  les  tensions  qui  se  sont  établies  dans  les 
deux  côtés  du  polygone  adjacents  au  point  d'apjdication 
de  cette  force.  Ainsi  la  direction  de  la  force  est  comprise 
dans  un  même  plan  avec  les  deux  côtés  ;  et  il  existe  entre 
sa  valeur  et  les  valeurs  des  deux  tensions  les  rapperts 
nécessaires  pour  l'équilibre  de  trois  forces  appliquées  à 
un  pomt  matériel ,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans 
les  n^  17  et  suivants.  La  tension  T^  du  premier  eôlc 
est  donc  égale  et  directement  oppoeée  à  la  résultante  de 
la  force  P^  etde  la  tension  T|  du  second  cdlé.  La  tension 
T,  est  de  même  égale  et  directement  opposée  à  la  résolu 
tantfi  de  la  force  P,  et  de  la  tension  T,  du  troisième 
côté  !  et  ainsi  de  suite.  D'où  l'on  voit ,  que  sirenconai* 
dère  un  côté  quekaonque  m,^^^|  du  polygone ,  toutes  les 
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torces  P,^|,...P,,et  T^  appliquées  à  la  suite  de  ce  côté 
devront  avoir  une  résultante  unique ,  et  que  la  tension  • 
T,-  du  côté  dont  il  s'agit  devra  être  égale  et  directement 
opposée  à  cette  résultante. 

Cette  condition  ,  qui  est  nécessaire  et  suffisante  pour 
assurer  l'existence  de  l'équilibre  dans  le  polygone  funi- 
culaire, peut  s'exprimer  en  écrivant  les  équations 

T,<:OS.ai=P«+iCOS.05/+,+Pi+aCOS.ai+a4- +P,cos.a,+T«cos.a« , 

T,<»S.ft,=  P«+,COS.6i+i+P«+«COS.6^i-i- +PaCOS.ê«+T„COS.&,  , 

T'COS  C;=PrfiC0S.7,+i4-P/-J.aC0S.7/+a+.,...+P„C08.7«4*T„C0S.C„  , 

et  en  admettant  qu'elles  doivent  subsister  pour  toutes 
les  valeurs  de  i  depuis  ir=0  jusqu'à  i  =  n — 1.  Les 
équations  particulières  que  l'on  formera  d'après  celles-ci 
pour  tous  les  côtés  du  polygone  en  commençant  par 
l'avant-dernier,  donneront  toujours  les  moyens  de  dé- 
terminer les  directions  et  les  tensions  des  côtés  lorsque 
les  forces  P  seront  données ,  et  réciproquement.  Il  est 
évident  que  la  tension  T^  du  demier^côté  n'est  autre 
chose  que  la  force  appliquée  à  l'extrémité  libre  du  fil , 
et  que  la  tension  T^  du  premier  côté  est  Feilort  exercé 
sur  le  point  fixe  auquel  la  première  extrémité  du  fil  est 
attachée.  Si  cette  première  extrémité  du  fil  était  libre  , 
comme  Test  l'extrémité  opposée,  l'équilibre  exigerait 
qu'une  force  égale  et  directement  opposée  à  la  tension 
To  lui  fût  appliquée. 

214..  Les  équations  précédentes  peuvent  être  écrites 
d'une  autre  manière  en  observant  que  Ton  a 

jr/+« — Xi                  yh-ï'—yi  ai+i — Zi 

cos.a'= — " ,     oos.w= — ,     COS.  Cj= 


/j   '  '         /  '  —  -•    ./ 
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Si  ToD  remplace  cos.  a, ,  cos.  b^ ,  cos.  c,  par  ces  exprès* 
sions,  les  équations  dont  il  s'agit  contiendront  alors  les 
coordonnées  des  son» mets  du  polygone,  et  pourront 
servir  à  en  déterminer  immédiatement  la  position. 

215.  Si  les  directions  des  forces  P,  partagent  toujours 
en  deux  parties  égales  Tangle  compris  entre  les  deux 
côtés  d&  polygone  adjacents  à  leurs  points  d'application, 
la  tension  T  est  nécessairement  constante  dans  toute 
rétendue  du  polygone.  De  plus  ,  en  nommant  G,  l'angle 
compris  entre  les  deux  côtés  adjacents  au  point  m, ,  on 
aura  la  relation 

e 

— P/s=2Tcos.  -, 

qui  doit  subsister  pour  toutes  les  valeurs  de  i. 

216.  Si  les  directions  des  forces  P|-  sont  toutes  paral- 
lèles entre  elles,  l'équilibre  ne  pourra  subsister  qu'au- 
tant que  les  directions  de  toutes  les  forces  et  tous  les 
côtés  du  polygone  seront  com])ris  dans  un  même  plan . 
Admettons  que  ce  plan  soit  celui  des  ay,  et  que  les  di- 
rections de  toutes  les  forces  soient  parallèles  à  l'axe  des 
Y  que  l'on  supposera  vertical.  Les  trois  équations  du  nu- 
méro 213  se  réduiront  aux  deux  suivantes  Y 

T|-cos.<Z/=T„cos.a., 
T.«in.a/=P,H..+P/+,+ +P.+T.MD.a,. 

On  en  déduira  facilement  la  valeur  delà  tension  d'un 
côté  quelconque  du  polygone  et  sa  direction.  Ces  équa- 
tions donnent 

P/+,  +P,+a+ +P«+T«  sin.fl. 

TnCOS.an 

d  OÙ  l'on  peut  conclure  que  s'il  existe  dans  le  polygone 
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Un  cÀté  horizontal ,  la  tangente  de  l'angle  d'inclinaison 
des  côtés  du  polygone  sar  l'horizon  augmentera  à  partir 
de  ceiui-ci  proportionnellement  à  la  somme  des  forces 
comprises  entre  le  côté  horizontal  et  celui  que  Ton  con- 
sidère. 

Où  voit  aussi  que  les  composantes  horizontales  des 
tensions  To ,  T^  des  côtés  extrêmes  du  polygone  doivent 
être  égales  entre  elles  ;  et  que  la  difiérence  des  compo^» 
santés  verticales  de  ces  tensions  doit  être  égale  à  la 
somme  des  forces  verticales  appliquées  au  fil.  En  géné- 
ral >  la  composante  horizontale  de  la  tension  d  un  côté 
quelconque  du  polygone  a  toujours  la  même  valeur. 
Enfin  on  peut  remarquer  que  si  le  polygone  est  formé 
de  deux  parties  séparées  par  un  côté  horizontal,  les 
composantes  verticales  des  tensions  T^,  T^  des  côtés 
extrêmes  seront  respectivement  égales  à  la  somme  des 
forces  verticales  comprises  entre  ce  côté  horizontal  et 
l'extrémité  correspondante  du  fil. 

Casoà  les  points  d'application  des  Jbrcespeui/ent  glisser 

librement  le  long  du  fil. 

217.  Si  le  point  d'application  m,  de  la  force  P,-  peut 
glisser  librement  le  long  du  fil ,  l'équilibre  ne  peut  évi* 
demment  subsister  à  moins  que  la  direction  de  cette  force 
ne  partage  en  deux  parties  égales  l'angle  compris  entre  les 
deux  côtés  adjacents  au  point  m^  ;  d'où  il  résulte  que  les 
tensions  de  ces  deux  côtés  seront  égales  entre  elles.  On 
aura  d'ailleurs,  entre  les  valeurs  absolues  de  ces  tensions 
et  celle  de  la  force  ,  la  relation  exprimée  par  l'équation 

—   Pi   =     SteOS.    -'      y 

comme  on  Ta  vu  n^215. 

13 
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Si  les  points  d'applîeatkm  et  toutes  les  forces  peuirent 
glisser  lilmiBe&t  le  limgdu  ffl  «  la  tension  sera  constante 
dans  tonte  son  -étendoe,  tes  directions  des  forces  parta- 
geront toujours  en  deux  parlies  égales  l'angle  des  côtés 
adjacents  à  leurs  points  d'application ,  et  leurs  Taknrs 
aaroBt  atecla  tension  constante  la  rdation«!Kprittiée  par 
p4é<{uation  précédenle.  On  aura  VesempIed'uA  équililire 
de  cette  sature  en  oonceTant  «me  série  d'«nmattic  pia* 
ces  fixement  d'une  masxîèro  quelconque  dans  l'espace, 
dass  Icsquèk  pasaecsut  m  fil.  Ai>stniGtien  éaite  de  f  «Aét 
du  frottement  du  fil  dans  les  anneaux ,  l'équilibre  ne 
pourra  subsister  à  moins  que  Vxm  ji'appUque  aux  deua 
boats  du  fil»  dana  fa  direction  des  parties  extrêmes, 
deux  finroes  égales  et  agissant  en  sens  contraire  »  par 
lesqndlcs  le  fil  «era  iendu.  Chaque  anneau  suppoite 
alérs  anefiort  dirigé  dans  le  plan  des  pairties  contignes 

S 

du  fil  et  égal  à  la  tension  multipliée  par  3  cos.-  ,  o  étant 

9 

Fangle 'Compris  entre  ces  parties. 

Courte  Jimiculaire. 

318.  Reprenons  les  considérations  exposées  dans  le 
n*318  »  mais  en  supposant  que  les  forces  agissant  sur  le 
fil ,  au  lieu  d'être  appliquées  à  certains  points  placés 
d'espace  en  espace ,  sont  distribuées  d'une  manière  con- 
tinue dans  toute  l'étendue  du  fil.  Désignons  maintenant 
par 
x^y,  z   les  coordonnées   rectangulaires  d'un   point 
quelconque  m  du  fil  ; 
s         la  longueur  de  l'arc  4e  la-courbe  du  fil  comp- 
tée jusqu'au  point  m; 


$^ ,  St,  les  icégoturs  de  Tare  de  cette  courlie  eonàp»- 
tées  jusqu'au  {irsuier  et  jvsqu'im  det^ier 
point  de  la  partie  où  les  lertes  «ont  Ap- 
pliquées^ 

n^y  b^tC^etaa,  ,  &«  i  <^«  |les  au^tes  formés  arec  les  axes 

des  X,  àesj-  et  des  z  pat  l«s  tangentes  me* 
19^  Sii  premjif^  j^  ain  Afv^rmr  point  de 
cette  partie  du  fil  ; 

p  la  yajemr  de  la  fpcçe  ^nliquée  ^u  point  m , 
cette  valeur  étant  rapportée  à  Tunité  de 
longueur,  et  donnée  en  fonction  de  l'ai^c^  ; 
ce,  C,  7  les  angles  formés  avec  les  axes  des  x ,  des^ 
et  des  ^  par  la  direc,tien  de  la  force />,  ces 
angles  étant  également  donn^f, en  fonction 
de  f  arc  5; 

T        la  valeur  de  la  tension  du  fil  au  point  m  ; 
To,Ttt    les  valeurs  de  la  tension  au  premier  et  au 
dernier  point  de  Ja  partîpe  du  fil  où  les  for- 
ces sont  appliquées*. 

Le  même  princi|)ç  èfops^é  ^ft^^  le  u""  213  donnera  ici , 
au  lieu  des  trois  équations  obtenues  dans  ce  numéro  , 
les  suivantes 

dx      f*^ 
T  -—  =  I    ds.pcQs.a+T  «cos.a.^ 

T  ^  =5  1    ds  ffcos  .^-f-Tj,  cos .  6^ , 


M 


4.      (•«- 


/?cos.7+T^cos,  c^j 
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qui  devront  subsister  dans  toute  Fétendue  de  la  courbe , 
et  qui  en  déterminent  la  figure.  Pour  le  premier  point 
de  la  courbe  elles  deviennent 

T«oo8.ao;=sTii  cessait -|-  I      ds.pcoB,a^ 


ToOOS.  Co=T»  COS.  Cm  -f~ 


rsù$ 

1." 


/1COS.7. 


919.  Les  trois  équations  précédentes  donnent 

« 

**m 


r 


dx 

dz         nSm 


<b./x»6.a-|-T«cos.a» 


j: 

I     ds.pcos. 
ify      Js 


ds,pCOB.  7-|-T«C08.  Cm 


€+TmCOB.bi 


dz        Mm 


ds.p  COS.  J^Tm  COS.  Cm 


qui  sont  les  deux  équations  différentielles  de  la  courbe 
du  fil.  On  en  déduit  également 


a> 


.|KX)t.>+T 


«coi.c»    I, 


»     < 
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pour  Texpression  du  carré  de  1»  tension  dans  on 
point  quelconque. 

S20.  En  différentiant  les  trois  équations* du  n"*  318, 
on  a 

Ax  ix 

TA  ^  +dT,  % =—di.pcos.^ , 
as  as 

Td.  ^+dr.^=—ds.pco$.f. 

Si  Ton  ajoute  ces  équations  après  les  avoir  multipliées 

dx  djy  dz 

respectirementpar^y^iT-;  et  si  Ion  observe  quç 

ds^'^ds'^df        ' 
d'où 

il  viendra 

--^€rrs=^feoê.ot,dx'\^pcos.^.ify''^pco§,y,dz. 

Ce  résultat  donne  la  loi  d'après  laquelle  la  tension  varie 
d'un  point  h  Tautre  du  fil.  L'accroissement  infiniment 
petit  de  la  tension  est  égal  à  la  force  appliquée  à  l'élé- 
ment du  fil  décomposée  suivant  la  direction  de  cet 
élément. 

231.  Pour  faire  quelques  applications  des  résultats 
précédents,  on  supposera  en  premier  lieu  que  la  force 


èésÊf^ée  pAV  J9  eët  dirigée  partout  per(>eâ^ttlairettieBt 
à  h  courbe  affectée  par  le  fil.  La  valeur  ée  dT^titsàt 
alors  nulle,  et  par  conséquent  la  tension  doit  être  con- 
stante dans  toute  Tétendue  du  fil.  De  plus  les  trois  équa-^^ 
tions  du  numéro  précédent ,  qui  se  réduisent  à 

dx 
Td.  —  =  — ds.pcos.a , 

iiz 

Xd.   '■y  = ds,pC09,y^ 

as 

montrent  que  la  condition  de  l'équilibre  du  fil  exige  que 

la  force  qui  lui  est  apjpliqué^  sôit  dirigée  dans  lé  pldïi 

osculateurde  la  courbe  du  fil ,  ou  dans  le  sens  du  rayon 

de  courbure  de  cette  courbe»  pui^ue  les  cosinus  des 

angles  a,  6,  '/doivent  être  respectivement  proportionnels 

dje       dy        dz 
aux  quantités  ^--r-,  ^-'Ty  ^'"T  (  ^^-  ^®   ***   287  des 

Leçons  d'analyse).  En  remplaçant  doflc  icicos.a,  cos.  ^» 
COS.  7,  parles  expressions  des  cosinus  des  angles  formés 
avec  les  axes  par  le  rayon  de  courbure,  dont  nous  dési- 
gnerons la  longueur  par  p ,  ces  troîe  équations  donne- 
ront 

T= — pp,    ou    />=s . 

P 

Akisî  qtM&d  un  ffl  tendu  est  appliqué  sur  usub  surliMe 
fixe ,  la  iraleur  de  la  pression  exercée  sur  cette  surfaoé , 
rapportée  à  l'unité  de  longueur,  est  égale  eA  clMique 
pointdu  fil  à  la  tension  divisée  par  le  rayon decourbure. 
Cetl!e  proposition  s'applique  à  diverses  questions  im- 
portantes dans  la  Mécanique  pratique. 
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La  proposition  dont  il  a'agit  p^ttt  être  déduite;  iowQ* 
diatement  du  résultat  énoncé  n^  215,  en  observant  que 
les  points  d'applicatioo  des  ferees  P»  étant  supposés 
placés'  à  une  distance  infiniment  petite  les  uns  des  au- 
tresy  on  a 

Fisszpds^    COS.  -  =8m«  -  —  sss  -  — . 

9i9«  Coosidéffons^  mainjenimt  k  cas  partkviier  oà  la 
force  désignée  par  p  est  supposée  constante  et  dirigée 
toujours  parallèlement  à  une  même  ligne  verticale ,  cas 
daoa  l«fiiei  ki  eourbe  fimevtaBre  a  reçn  le  Hom  de 
chaînette.  Toutes  les  parties  de  cette  courbe  (fig.  9T)  «e» 
roDt  placées  dans  un  même  plan  vertical ,  conformément 
à  ce  qu'on  a  vu  np  2t6.  Nous  aAneltroiis  que  ce  plan  est 
celui  4^s  xjTy  que  la  direction  de  la  force  p  est  parallèle 
à  razedes^,et  de  plus  que  la  première  extrémité  du 
fil  est  placée  à  Forigine  des  coordoMées.  Enfin  nous 
désignerons  par  Po  ®^  P»  ^  composantes  verticales 
des  tensions  T^  et  T^  qui  ont  lieu  aux  deux  extrémités 
du  fil  ;  et  par  Q  la  valeur  commune  des  composantes 
horizontales  de  ces  tensions,  laquelle,  conformément 
à  la  remarque  faite  dans  le  no  216 ,  est  aussi  la  va- 
leur de  la  composante  horizontale  de  la  tension  d'un 
élémeot  quelconque  du  fil.  Les  équations  du  n*218  se 
réduiront  ici  à 

T  ^  =T.  cos.a«i  =Q ,  '  (a) 


\ 
t 


et  réquation  du  n"*  SSO  deviendra 

Pour  obtenir  de  la  manière  la'  plus  simple  l'équation 
de  la  courbe  formée  par  le  fil ,  on  remarquera  que  l'é- 
quation (c)  donne  en  intégrant 

Tz=const, — pxi 

et  comme  Ton  a  pour  le  point  A^jr  s^  0  et  TsT. ,  il  rient 

T=.To-pX'  id) 

Bn  substituant  cette  expression  de  Tdans  l'équation  (a), 
on  trouvera 

d'où  l'on  tire 

Le  signe  supérieur  doit  être  pris  dans  la  partie  descen-* 
dante  de  la  courbe  jusqu'au  point  le  plus  bas ,  et  le  signe 
inférieur  dans  la  partie  montante  au  delà  de  ce  point. 
En  intégrant ,  il  vient 

x=const.+  5 ./  [To— ;?r^V/(To-/?r)'— Q'] , 

et  en  déterminant  la  constante  par  la  condition  que  x=^ 
quand^=0, 

_  Q^To-/yip\/(To~fy)»-Q'  ^^^ 

P  '  To— P, 


j 


En  repassant  des  logarithmes  aux  nombres ,  on  ob- 
tient 

To-/?r=  l  (To-Po)  e^+i  (To+Po) e  ^ ,      {g) 
qui  est  l'équation  cherchée  de  la  chatnette. 

223.  Si  Ton  désigne  par  A  et/Fabscisse  et  l'ordonnée 
du  point  le  plus  bas  O  de  la  courbe ,  dans  lequel  on 

a  -j-  =  0,  les  équations  (e)  et (/) donneront 

^  •  T,-P.'    ' ~ 

I 

224 .  On  déduit  des  équations  (a)  et  {b) 


f&2  _/>(^^"^)+Pa> 

et  en  égalant  cette  expression  de  -^  à  celle  qui  se  dé- 
duit de  réquation  {o),  on  trouve 

P 

Si  l'on  représente  par  C  la  longueur  de  la  courbe  depuis 
l'origine  A  jusques  au  sommet  O,  le  radical 


V^(ro-pyY-(r 

étant  nul  pour  la  valeur  de  y  qui  convient  à  ce  point , 
on  a 

r          I  ï^«       A^  ^      _^     V/(To— fîT)'— Q^ 
ij=Sef-\ d'où    5=Cir:  — ^^ ^^^-^ — -=^. 

P  P 


Lea  féftiilUU  pvégédtwia  sobI  evprméi  d'uDe 
plus  ample  quand  on  transperte  Torigine  des 
coordonnées  en  un  point  A'  situé  dans  la  ligne  ▼erti-' 
cale  qui  ceutieat  le  point  le  plus  bae  0  de  la  covrbe ,  la 

distance  OA'  étant  éfj^e  à—  ,  et  quand  on  compte  les 

nouvelles  ordonnées  TerticsJes  j^  de  bas  en  haut.  Posant 
en  effet 


> 


il  Tiendra ,  au  tieu  des  éqiurtkNu  ^,  (/),  (g)  et  (A), 


'-p-^- Q ♦ 

pai^  px 

■  P''      p^ 

On  peut  reman{uer  de  phis  que  le  rayon  de  courbure» 
pour  un  point  quelconque  dont  ^ordonnée  estjr',  a  pour 

expression  ^  ;  et  pour  le  point  O,  -i. 

Les  équations  ci-dessus  contiennent  seulement  Ià 
quantifié  Q,  i|m  est  la  composante  horîMntale  de  la  ten* 
sion  :  d'après  l'équation  (a),  cette  composante  conserve 


—  ae3  — 

la  même  yalcwr  4mm  tonte  Téteiidae  ée  la  courbe.  On 
déterminera  toujours  par  le  moyen  de  ces  équations  la 
figure  du  fil ,  eu  se  donnant  d'avance  sa  longueur  ou 
les  positions  reIaUte»de  ses  extrémités. 

M6.  Vom  eobsidéi^Mâ  0oe6M  le  tué  patticulkt  où 
la  loite  ^rlicttle  ap]^^iié«  ain  point»  de  )«  eMfhe , 
aux  Keti  d'être  proportionnelle  à  la  ïotfgtfeuf  des  parties 
de  cette  courbe ,  comme  cM  Y  A  supposé  danà  les  ll^  m  tt 
suivants ,  est  proportionnelle  à  la  projection  horizontale 
de  ces  parties.  On  a  alors,  au  lieu  des  équations  {a);{b), 
(c)  du  n»  22a  , 

T^=T«oo8.tf.=Q,  (/) 

T^=y(j:.-x)+».,  (m) 


as  /        /, 


*M0 


(«) 


Lêsdewc  équations  (/)et  (m)  dcmnent 

dx  Q 

et  en  intégrant 


(0) 


{p) 


La  courbe  du  fil  est  donc  une  parabole  dont  l'axe  est 
vertical, 

La  valeur  de  la  tension  en  un  point  quelconque  de 


—  ao4  -^ 
cette  courbe ,  qui  8e  déduit  de  réquatiou  (/),  est 


^y/zm-. 


SS7«  En  représentant  par  h  et/*  l'abscisse  et  Tordon-i 
née  du  point  le  plus  bas  de  la  courbe,  où  la  tangente  est 
horizontale ,  et  qui  est  le  sommet  de  la  parabole ,  les 
équations  (o)  et  (p)  donneront 

Quant  à  la  longueur  de  Parc,  on  l'obtiendra  par  les  pro« 

cédés  connus  en  intégrant  l'expression  ^  V  ^4"  1  ^  )  ' 

dans  laquelle  on  remplacera  -^  par  la  valeur  donnée  par 
l'équation  (o). 

SS8.  Si  l'on  veut  transporter  l'origine  des  coordonnées 
du  point  A  au  sommet  en  comptant  les  nouvelles  or- 
données j^  de  bas  en  haut ,  on  doit  changer  x  en  oif^h^ 
y  ea  f-^j i  et  il  vient  en  substituant  ces  valeurs» 

^      2Q' 

P.     ,  V 

-=tang.«.  =  -. 

^        2/' 


-=f  */i^M" 
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En  nommant  y  la  valeur  de  l'arc  comptée  du  point  A' 
qui  répond  à  Pabscisae  a/»  on  aura, 

et  en  faisant  af^h^  et  appelant  c  la  valeur  correspon- 
dance de  s. 

Cette  dernière  équation  donne,  par  le  retour  des 
^rc— A  ,   9 /<j^-AV      54/0— AV  .  207 /c— A V  1 

'[— +ïô(— )-îé(-r)+35ô(-T-)  -^i 

t 

Les  résultats  précédents  sont  principalement  utiles 
'  pour  rétablissement  des  ponts  supportés  par  des  chaînes 
en  fer.  On  trouvera  les  détails  nécessaires  aux  applica- 
tions dans  Touvrage  intitulé  Rapport  et  mémoire  sur 
les  ponts  suspendus. 

Xyi.  PamCIPE   DES   VITESSES   VIRTUELLES. 

SS9.  Les  principes  de  la  statique  ont  été  exposés  dans 
Tart.  I,  et  Ton  a  vu  que  chacun  d'entre  eux  pou- 
vait être  pris  pour  point  de  départ  et  servir  à  démon- 
trer les  autres.  En  efiet ,  les  principes  dont  il  s'agit  sont 
compris  dans  une  proposition  unique  beaucoup  plus 
générale ,  par  laquelle  les  conditions  auxquelles  doit 
satisfaire  tout  système  de  forces ,  pour  que  ces  forces  se 
fassent  mutuellement  équilibre ,  sont  dans  tous  les  cas 
complètement  exprimées. 

On  indiquera  en  premier  lieu  d'une  manière  plus 


—   2K>6  — 

précise  ce  que  Ton  enteiKl  en  général  pur  eystime  <le 
forces.  Nous  avons  cmMidéré  Aobb  les  art.  i  el  H  4es 
condittoos  4e  réquilihre  4'u]»  seul  point  matériel  ;  et 
dans  les  af  t.  III  et  TV  \e$  côndîtions  dç  Té^rnUbre  d'un 
assemblaj|;e  de  points  matériels  assujettis  les  uns  aux  au- 
très  d'une  manière  invariable ,  en  sorte  que  la  figure 
affectée  par  ce  système  ne  pouvait  subir  aucun  cbange-^ 
ment.  On  peut  cûnceyoir  l'existence  d'un  tel  syst^meen 
admettant  que  les  divers  points  auxquels  les  forces  ;K>nt 
appliquées  sont  réunis  les  uns  aux  autres  par  des  verges 
rigides  qui  s'opposent  à  ce  que  les  distances  aetudiies 
de  ces  points  ne  ;viennent  à  varier.  Il  n'est  pas  nécessaire 
4'aijleurs,  poivr  asaurer  rinfvariabilité  de  la  figure  ^^, 
système ,  de  supposer  que  tous  les  points  matériels  sont 
ainsi  réunis  deux  à  deux  :  il  suffirait  d'admettre ,  par 
exemple,  que  trois  quelconques  de  ces  points  étant 
maintenus  les  uns  par  rapport  aux  autres  dans  des  situa- 
tions déterminées ,  le  triangle  invariable  qu'ils  forment 
serait  la  base  commune  de  pyramides  dont  les  amtres 
points  formeraient  les  sommets.  Si  les  arêtes  4e  ces  py- 
ramides sont  parfaitement  rigides ,  il  est  visible  que  la 
figure  formée  par  Tensemble  des  points  matériels  ne 
pourra  subir  aucun  changement. 

Ainsi ,  Ton  se  représente  un  système  dont  la  figure 
est  invariable,  comme  un  assemblage  de  points  matériels 
assujettis  les  uns  aux  autres  par  des  tiges  rigides ,  en 
assez  grand  nombre  pour  que  les  distances  et  les  posi« 
tions  respectives  de  tous  ces  points  ne  puissent  changer  ; 
et  il  suffira  toujours ,  pour  satisfaire  à  cette  condition  , 
que  les  distances  d'un  point  quelconque  à  trois  autres 
points  du  système  au  moins  soient  rendues  invariables. 


—  ^7  -r 

\.  Mous  ftv«as  considéré  dans  Tartide  XV  Téquili- 
bveAipoljgoiiefairiculaire,  <^est-4i-dire  d'un  assemblage 
àe  fimnfts  BUitéiteb  assujettis  deux  à  deux  par  des  fils 
ittextefisiUes  qui  rendaient  invariables  les  distances  de 
deux  points  continus.  L'ensemble  des  poiuts  matériels 
powait  d^aifleurs  affecter  une  figure  quelconque  com- 
patible at^ec  la  condition  qui  vient  d'être  énoncée.  Dans 
le  «as  particulier  du  n*217la  condition  consistait  seule- 
ment en  ce  que  la  somme  des  distances  de  deux  ou  plu- 
sieurs points  contigus  devrait  conserver  toujours  une 
valeur  déterminée  et  constante. 

On  voit  par  ces  exemples  que  Ton  peut  considérer  en 
général  des  systèmes  de  deux  espèces  :  dans  les  uns  les 
pmtions  rdaUves  des  points  d'apjAication  des  forces  ne 
peuvent  changer';  dans  les  autres,  le  mode  de  liaison  des 
points  matériels  dont  le  système  se  compose  est  tel  qu*il 
permet  à  ees  points  de  prendre  les  uns  par  rapport  aux 
atttrea  «ettains  mouvements  assujettis  à  des  conditions 
déterminées^  par  l'effet  desquels  Fensemble  de  ces  points 
peut  présenter  diverses  figures.  TTn  système  est  défini 
quand  on  donne  le  nombre  de  points  matériels  dont  il 
se  «empesé,  et  la  manière  dont  ces  points  peuvent  se 
déplacer  les  uns  par  rapport  aux  autres ,  ou  par  rapport 
à  d'aioires  points  supposés  fixes  dans  Fespace. 

Les  machines  employées  dans  les  travaux  des  .arts 
présentent  autant  de  systèmes  tds  que  ceux  doqt  il  s'a- 
git«  Mais  nous  admettrons  ici  que  les  points  maléritSs 
dmt  l'assemMage  ferme  le  système  sont  réunis  les  uns 
a«K  autres  par  des  verges  parfaitement  rigides ,  ou  par 
des  fils  inextensibles  et  parfaitement  fleûbles  ,  supposés 
-sans  masse.  Mous  concevrons  que  ces  fils  ou  ces  verges 
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readent  inTariables  les  distances  d'une  partie  des  pointé 
du  système  considérés  deux  à  deux ,  ex^  permettant  néan*^ 
moins  à  Tensemble  de  ces  points  de  prendre  certains 
mouvements  relatifs ,  et  d'aSecter  diverses  figures  diffé- 
rentes les  unes  des  autres. 

231.  Cela  posé,  nous  énoncerons  en  premier  lieu  le 
principe  des  vitesses  virtuelles.  Nous  vérifierons  ensuite 
l'existence  de  ce  principe  dans  l'équilibre  des  machines 
simples ,  et  enfin  nous  en  donnerons  la  démonstration 
générale. 

Concevons  un  système  quelconque ,  et  représentons* 
nous  la  série  infinie  des  figures  que  ce  système  peut  af- 
fecter successivement  saps  violer  les  conditions  de  la 
liaison  des  points  matériels.  Ce  système  étant  considéré 
dans  une  position  déterminée,  admettons  que  Ion  ait 
appliqué  des  forces  aux  divers  points,  et  que  l'on  demande 
les  conditions  nécessaires  pour  que  ces  forces  se  fassent 
mutuellement  équilibre.  On  répondra  à  cette  question 
de  la  manière  suivante . 

Supposons  que  l'on  fasse  subir  au  système  un  lé-* 
ger  changement  de  figure ,  compatible  avec  le  mode 
de  liaisons  qui  constitue  ce  système,  et  par  leilei 
duquel  les  points  d'application  des  forces  aient  décrit 
des  espaces  infiniment  petits.  Supposons  de  plus  que  les 
espaces  décrits  de  cette  manière  par  chaque  point  d'ap- 
plication aient  été  projetés  sur  les  directions  des  forces 
appliquées  à  ce  point ,  et  désignons  par  $p  l'espace  infi- 
niment petit  décrit  par  le  point  d'application  de  la  force 
P  estimé  dans  le  sens  de  la  direction  de  cette  force. 
Le  produit  P.^p  de  la  force  P  par  l'espace  ^  décrit  par 
le  point  d'application  de  cette  force  dans  le  sens  de  sa 
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éii^ection  est  ce.  que  Ton  nomme  le  moment  t^irtuel  de  la 
force  P  :  cette  quantité  est  regardée  comme  positive 
lorsque  l'espace  ^  est  décrit  dans  le  sens  de  l'action  de 
la  force ,  et .  comme  négative  dans  le  cas  contraire.  Or 
les^forces  appliquées  au  système  seront  telles  qu'il  y  aura 
équilibre  si ,  prenant  la  somme  des  moments  virtuels  de 
toutes  ces  forces  >  on  trouve  pour  cette  somme  une  valeur 
nulle ,  en  sorte  que  la  seule  équation 

S.P.3^=:0 

exprime,  dans  tous  les  cas,  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  l'équilibre  du  système. 

232. 11  est  aisé  de  reconnaître  l'exactitude  de  cette 
proposition  dans  le  cas  des  machines  simples.  Dans  le 
levier,  la  nature  du  système  consiste  en  ce  que  les  points 
d  application  m,m'  (fig.  28)  des  deux  forces  forment  avec 
le  point  .fixe  A  un  triangle  dont  la  figure  est  invariable, 
et  qui  peut  tourner  librement  autour  de  ce  point  sans 
sortir  du  même  plan  qui  Contient  aussi  les  directions  des 
forces  P,P'.  On  peut  toujours  supposer  les  côtés  Am,  Ai»' 
perpendiculaires  sur  ces  directions.  Soit  Sa  un  angle 
infiniment  petit  décrit  par  le  triaugle  autour  du  point  A 
dans  le  sens  de  Taçtion  de  la  force  P.  On  aura  ici 

L'équation  précédente  devient  donc 

* 

P.Am.d»— F.Aw'.^w=0    ou    P.Ajn^P'.Am'. 

La  même  remarque  s'appliqi^e  évidemment  au  treuil  ou 
4IU  cabestan, 

233.  Gkmsidérons  deux  poids  P.P'  (fig.  29)  attachés 
aux  extrémités  d'un  fil  passant  sur  la  poulie  fixe  A ,  et 
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dont  ledenier«Bt  en  partie  sspporté-par  le  plan  indiné 
AG.  Lanaluieduiyftème  cénaiâte  ici^eûce  qne  le  poidsP 
ne  peut  se -motffoit  que  Vârticalemcint,  le  poidÉ'P  île 
peut  se  mouToir  que-porallèl^nelit  à  AC,  et  la  longnetir 
du  fil  doit^tre  intariable.'Or  siTen  inrprinieau  sj^tème 
des  deux  poids  'un  moirrement  "pàr  leqttel^P  descende 
▼eitioalenient  «de  êp,  V  s'âèvera   yerticaleitaeiît   de 

AB 

J)e>.  jp.  La  condition  de  l'équilibre  est  donc 

9.9p-VJSp^^ù    ou    Jf»^. 

âSfc.  Soit  une  vis  verticale  au  moyen  de  laquelle  un 
poids  Q  suspendu  à  Técrou  mobile  est  maintenu  en  équi- 
libre par  une  force  horizontale  appliquée  tangentiel- 
lement  à  la  circonférence  d'un  cercle  lié  à  cet  écrou. 
Désignons  par  h  le  pas  de  la  vis ,  et  par  r  le  rayon  du 
cercle.  Si  la  vis  tourne  de  la  quantité  angulaire  &»>  le 
point  d'application  de  P  décrira  dans  le  sens  de  cette 
force  l'espace  r.dv^y  et  le  poids  Q  s'élèvera  de  la  quan- 

tité    '    ■ ,  fr  désîjrnant  le*rappOrt  de  la  circonférence  au 

diamètre.  Le  principe  des  vitesses  virtuelles  donne  donc 
pour  la  loi  de  Téquilibre  : 

«    •      ^  *-^«  P       * 

P.rJft»— Q.  ---.  =0    ou    -  s=  - — . 

^    ^n  Q      2ftr 

235.  Les  conditions  de  l'équilibre  dans  le  coinnedif- 
fèrènt  pas  des  conditions  de  l^Oiiibre  de  tirais  fôlrfies 
dirigées  dans  un  même  plan  et  appliquées  -à  un  seul 
point  matériel.  Cette  question  a  été  traitée  dansles^n^^^SS 
et  suivants. 
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MK-  Qw)  qm  «oit  4e  syatème  €fué  r^im  «onmiilèce,  on 
recwpaUc»  CsunlemAot,  «omi&e  oii  r«  lut  daiM  les  mi'' 
méiXM  pséflédents,  que  lee  eonditions  de  réquit^re 
déduites  des  principes  ordinams  ne  diSèrent  point  de 
celles  qui  ccoMlteat  de  Tapplioatioa  du  principe  des  ivû- 
tceses  virtwUes/Mats  indépeudanwtestdeces  ▼ériflea*^ 
tttoas  parliodièees ,  on  peut  démontrer  en  général  y 
sans  spécifier  auounemesit  la  natare  du  système ,  qu'en 
égalant  àxéro  la  somme  des  'moments  virtuels  desiopoes^ 
on  exprime  complètement  dans  tous  les  cas  les  conditions 
de  l'équilibre. 

Considérons  un  système  quelconque ,  et  l,e$  focc^/fui 
lui  soDjt  appliquées.  Chaque  force  jpmt  UHyowa  èUe 
remplacée  par  un  poids  attaché  à  un  £yi  parfaitement 
flexible^  passant  sur  une  ou  plusieurs  poulies  de  repvoi  ^ 
et  dont  Textrémité  serait  liée  au  point  d'appUeation  4^ 
lafocce*  Gela  posé  .9  concevons  npievier  ayant  la  liberjté 
de  .loarAer.dam  un  plan  Ferti/cal  .«autour  d'un  axe  ^911** 
spptal JSxe  >  ot  imaginons  que.li:  poids  ^i. représente i^ 
force  quelconque  P  (fig.  39)  appliquée  an  système  ait 
été  amené  d^insleplan  du  lerier;  la  distan/ce  A&t  étant 
tellement  détermioée  que  le  point  M  du  ievier  décrive 
autour .d'nn  }K)iot  fixe  A ,  dans  un  certain  déplacement 
infiniment  pietit  du  système,  i'espace  9p  décrit  par  le 
point  d'application  de  la  ferce  P  dans  Je  sens  deTactico 
de  cette  force.La  .même  chose  aysmt  été  faite  pour  toutes 
les  forces ,  on  verra,  par  le  raisonnement  ^gaployé  n"*  10» 
que,  sans  altérer  les  ecxiditious. de  Péquilibre  du  ajê- 
lème ,  on  peut  mpposer  le  levier  lié  ou  non  d'w^ 
manière  invariable  aux  cordons  qui  aouti^Booieat .  les 
ppîds  P,  et  que  ces  poids  ne  peuvent  se  faire  équilibre 


—   212   — 

sur  le  système  seul ,  sans  se  faire  également  équilibre 
sur  le  levier  seul.  Mais  l'équilibre  du  levier  exige  que  là 
somme  des  produits  P.  AM  soit  nulle ,  et  Ton  peut  sub- 
stituer aux  rayons  AM  les  arcs  infiniment  petits  décrits 
simultanément  parles  points  M ,  qui  sont  proportionnels 
à  ces  rayons.  Dimc  on  doit  avoir,  si  l'équilibre  existe , 
S.P.^j9=0  pour  un  déplacement  quelconque  infiniment 
petit  des  parties  du  système ,  et  cette  condition  assure 
effectivement  dans  un  système  quelconque ,  aussi  bien 
que  dans  un  levier,  l'existence  de  l'équilibre. 

337.  Nous  citerons  encore  la  démonstration  suivante; 
qui  a  été  donnée  par  Lagrange.  Soient  m,  m,  m'\  etc. 
(fig.  30),  les  points  du  système  auxquels  les  forces  P, 
PfP'',...  sont  appliquées.  On  peut  toujours  ^  au  moyen 
de  plusieurs  moufles  mobiles  A,A',A'\  etc.,  et  fixes  B; 
F,B",  etc.,  placées  dans  les  directions  de  ces  forces,  et 
embrassées  par  un  seul  fil,  remplacer  toutes  leurs  actions 
par  celle  d'un  poids  unique  R  attaché  à  l'extrémité  de  ce 
fil.  Et  si  l'on  suppose  le  poids  R  égal  à  l'unité ,  les 
quantités  P,P',P",  etc.,  seront  respectivement  égales  au 
nombre  de  cordons  parallèles  par  lesquels  les  moufles 
mobiles  attachées  aux  points  m,m',m",...  sont  respec- 
tivement sollicitées.  Cela  posé,  supposons  le  système  en 
équilibre ,  et  par  conséquent  le  poids  R  immobile. 
Imaginons  ensuite  que  l'on  fasse  subir  au  système  un 
déplacement  très-petit ,  et  soient  ^p,^',^",  etc«,  les  es- 
paces parcourus  en  vertu  de  ce  déplacement  par  les 
points  niy  m',  m'%  etc.,  suivant  les  directions  des  forces 
qui  les  sollicitent.  L'espace  parcouru*  par  le  poids  R 
sera  évidemment 


Or  on  peut  affirmer  que  si  le  système  est  en  équilibre 
daDs  sa  position  actuelle,  cette  quantité  sera  nulle.  En 
efiiet ,  elle  ne  peut  pas  être  positive ,  car  si  le  poids  R 
devait  descendre  par  suite  du  déplacement  supposé , 
comme  sa  tendance  à  descendre  subsiste  toujours ,  il  ne 
se  tiendrait  pas  immobile  comme  on  le  suppose.  La 
quantité  dont  il  s'agit  ne  peut  pas  être  non  plus  néga- 
tive ;  car  lorsqu'un  déplacement  est  possible  dans  un 
système ,  un  déplacem,ent  pareil ,  mais  en  sens  contraire, 
Test  également;  et  si  la  quantité 

Wp+  P  V-f-P"*^"-f-  etc. 

m 

était  négative  pour  l'un  j  elle  serait  positive  pour  l'autre. 
Donc  quand  l'équilibre  subsiste ,  cette  quantité  est  né- 
cessairement nulle.  De  plus,  si  elle  est  nulle,  et  par  consé* 
quent  si  le  poids  R  demeure  immobile ,  quel  que  soit  le 
déplacement  très-petit  que  Ton  fasse  subir  au  système , 
il  y  aura  nécessairement  équilibre ,  puisque  les  pointa 
m^m',m"j  etc.,  n'auront  pas  plus  de  tendance  à  se 
mouvoir  daiis  un  sens  quelconque  que  dans  le  sen& 
opposé. 

Démonstration  générale  du  principe  des  vitesses 
virtuelles. 

238.  Les  notions  qui  viennent  d'être  exposées  ne 
peuvent  laisjser  aucun  doute  sur  la  généralité  du  prin- 
cipe dont  il  s'agit,  principe  dont  on  déduira  toujours 
dans  chaque  cas  particulier  les  conditions  de  l'équilibre. 
Mais  à  raison  de  l'importance  de  cette  proposition  il 
cQfïyienX  de  Ija  considérer  encore  sous,  uo  autrç  point 


de  Tue ,  plus  propre  à  en  flaire  reconnaître  la  nature  et 
coBcemr  le  Téritable  sens. 

Soit  un  système  quelconque  défini  conformémmut  à  ce 
qui  a  été  dit  n**  330^  et  désignons  généralement  par 
m,  ,m^ym^,  etc.^  les  divers  points  de  ce  système.  P.  re- 
présentera Tune  quelconque  des  forces  appliquée»  au 
point  m^ ,  eip,  la  distance  que  cette  force  tend  à  aug-* 
menter;  P^  représentera  Tune  quelconque  des  forces  ap« 
pliquées  au  point  m^,  et  p,  la  distance  que  cette  force 
tend  à  augmenter  ;  et  ainsi  des  autres.  Nous  supposerons 
d'abord  le  système  entièrement  libre  de  se  déplacer 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace. 

II  s'agit  d'exprimer  les  conditions  de  l'équilibre  des 
forces  P,^  P.)  Pa>  etc.  Or,  quel  que  puisse  être  le  mode 
de  liaison  des  points  du  système ,  les  actions  des  forces 
P«,  P.,  P,,  etc.,  ne  peuvent  se  détruire  réciproquement , 
sans  qu'A  s'établisse  certains  efforts  de  compression 
ou  d'extension  dans  les  directions  des  verges  ou  fik 
qui  unissent  les  points  du  système ,  et  qui  s'opposent 
à  la  variation  des  distances  d'une  partie  de  ces  points 
considérés  deux  à  deux.  Tous  les  liens  existants  dans 
le  système  peuvent  être  ainsi  sollicités ,  ou  il  peut  se 
faire  qu'une  partie  seulement  de  ces  liens  soit  coutrac* 
tée  ou  tendue.  Nous  appelons  ces  efforts  forces  inté- 
rieures ,  en  les  distinguant  des  forces  P,,  P.,  P„  etc., 
qui  sont  appliquées  extérieurement  au  système.  Nous 
désignerons  par  F,  l'un  quelconque  des  efforts  intérieurs 
qui  s'exereent  enti<e  le  point  m,  et  un  *utre  point  du 
sysièfiie ,  et  par  j^  la  distance  que  cet  effort  tend  à  aug-* 
ftiMtér,  distance  qui  est  prise  sur  la  direction  de  la  li- 
gne  qui  joint  les  deux  povnts.  Nous  désignerons  égaie** 


—  ai5  — 

>a^  f^,  ¥*,  L'im  q^elcofiquA  d^  oBorta.  intérieurs  qui 
a'^zeroepti  eoAve  le  point  m;  et  un»auire  point  du  système, 
^Pp^^J^  ^  (tistiuice  prise  sur  la  ligne  de  jonction  de  ces 
deux  points  que  la  force  F«  tend  à.  augmenter  ,  etc. 

Cela  posé ,  Téquilil^re  gén^i^sl.  du  sgrsièm^  ne  peut 
subsister  à  moins  que  chacun  des  points  m,,  m»,  i?t,,  etc., 
ne  soit  séparément  en  équilibre  sous  l'action  des  forces 
extérieures  et  des  efiorts  intérieurs  qui  lui  sont  appli- 
qnéa.  L'existence  de  cet  équilibre  exige  donc»  da- 
pràa  œ  qu'on  a  vu  np  30.,  que  Ton  ait  séparément  les 
équatioi^  * 

etc.  i 

qui  seront  en  même  npmbre  que  les  points  matériels  du 
système ,  et  dans  lesquelles  les  valeurs  des.  variations 

^.»  ^«»  ^3>  ®*^'»  ^t  i^»  tf*>  Vii  ^^^'j  peuvent  résulter 
d*un  déplacement  quelconque  attribué  à  chacun  de  ces 
points. 

23S{.  M^isi  ^ommie  les  pointa  m^^m^^  m^,  etc.,  sont 
8^pposés  ici  fonuer  vjx  système ,  ils  ne  peuvent  se  dé- 
placer que  d,'une  manier^  coxiforme  à  la  nature  des  liai* 
sp^s  établies, entre  ces  points  et  qui  constituent  Iç  sys*- 
tè^ç,  ç^  qui  restreint  la  génératité  des  valeurs  qui  peu- 
vent être  attribuées  dans  les  équations  précédentes  aux 
yar^Ies  ^„  9p^,  9p^  etc.,  et  ^,  y.,  {^,  etc.  Cette  res- 
trictioq  néce8saii:e  ayant  U^u,  on  peut  affirmer  que 
q^uel  que  soit  le  change;pient  de  figure  infiniment  petit 
subi  pf  If  le  système ,  si  1  oi;ii  ^ient  à  ajouter  toutes  lea 


ëquations  du  numéro  précédent ,  les  moments  virtuels 
dus  aux  forces  intérieures  se  détruiront  toujours  réci- 
proquement et  disparaîtront  entièrement  du  résultat  j^ 
en  sorte  que  l'on  aura  l'équation  « 

ou  simplement 

P.^p  représente  ici  généralement  le  moment  virtuel  de 
l'une  quelconque  des  forces  appliquées  extérieurement 
au  système  ;  c'est-à-dire  leproduit  de  la  fQrce  par  l'es- 
pace infiniment  petit  parcouru  par  son  point  d'applica- 
tion dans  le  sens  de  sa  direction ,  lorsqu'on  fait  subir 
au  système  un  changement  de  figure  quelconque  sans 
violer  les  conditions  de  la  liaison  des  points  matériels. 
Pour  reconnaître  la  vérité  de  cette  proposition , 
considérons  deux  quelconques  des  points  matériels 
m,,  m. y  et  admettons  qu'il  existe  entre  ces  points 
une  tige  rigide  qui  empêche  leur  distance  de  subir 
aucune  variation.  Si  l'équilibre  des  forces  extérieures 
P,,  P„  P,,  etc.,  exige  qu'il  s'établisse  un  effort  dans  le 
sens  de  laligne  m,,  m.,  cet  effort  donneralieu  à  compren- 
dre dans  l'équation  relative  au  point  m„  une  force  F,  qui 
sera  dirigée  suivant  m,  m,  dans  un  certain  sens.  Il  faudra 
de  plus  comprendre  dans  l'équation  relative  au  point 
m,  une  force  F,  égale  à  F, ,  dirigée  suivant  la  même  ligne 
7/1.  m,  dans  le  sens  opposé.  Or  on  voit  facilement  que 
quels  que  puissent  être  les  déplacements  des  points, 
m.  et  m,  quand  on  fera  subir  au  système  un  changement 
dé  figure  infiniment  petit  »  les  conditions  de  la  liaison 
fxigeant  que  la  distance  m,  m.  ne  varie  pas» les  roomentt 
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viriuels  des  deux  forces  F,  et  F,  seront  nécessairement 
égaux  et  de  signes  contraires  (en  négligeant  une  quan  • 
tité  infiniment  petite  du  second  .ordre).  Donc  ces  mo-< 
dents  se  détruiront  réciproquement  lorsqu'on  ajoutera 
les  équations  du  n*  338.  La  même  remarque  peut  s'ap- 
pliquer à  tous  les  efforts  intérieurs  qui  s'établissent  dans 
les  parties  4u  système ,  efforts  qui  donnent  toujours  lieu 
à  deux  actions  égales  et  contraires.  Ainsi  Ton  est  assuré 
que  f  existence  de  l'équilibre  dans  un  système  quelconque 
entièrement  libre  exige  nécessairement  l'existence  de 
l'équation  S.P.^Up=0. 

2b0*  Il  est  facile  ae  reconnaître  d'ailleurs  que  si  le 
système  n'est  pas  entièrement  libre ,  c'est-à-dire  si  quel- 
ques-uns des  points  sont  fixes ,  ou  assujettis  à  se  mou- 
voir sur  des  surfaces  courbes  ou  des  lignes  courbes  don- 
nées ,  cette  même  équation  doit  encore  subsister  dans 
le  cas  de  l'équilibre.  En  effet ,  on  peut  toujours ,  sans 
altérer  l'équilibre ,  supprimer  les  obstacles  par  lesquels 
les  points  sont  retenus ,  pourvu  qu'on  les  remplace  par 
des  forces  extérieures  égales  aux  efforts  que  ces  obsta- 
cles supportaient,  et  considérer  alors  le  système  comme 
libre.  Or  il  est  évident  que  pour  tous  les  déplacements 
compatibles  avec  la  nature  du  système,  les  moments 
virtuels  de  ces  forces  extérieures  par  lesquels  les  obsta- 
cles seront  remplacés ,  seront  nécessairement  nuls ,  puis- 
que les  points  matériels  ne  peuvent  se  déplacer  dans  le 
sens  de  ces  efforts.  Ainsi  l'équation  S  P.d)p=0  subsistera 
sans  qu'il  soit  nécessaire  d'y  introduire  les  efforts  dont 
il  s'agit.    . 

2&1 .  Il  est  démontré  par  ce  qui  précède  que  l'équilibre 
De  peut  exister  dans  un  système  quelconque  sans  que 
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réquatiap-SaP.^/)^  subii^tefiow  U>iiteA  les  valeur«4w 
v^ii^tioQSi^cQmpiitible^  avecl0«  GOBiltiioiM  de  U  liaifMi 
dea  paûaU.d'applicatioa:4(es  foijciBs  eiUrieorea  P.  On  re-^ 
Goimattita  de  plia9  que  si  cqtte  éq^aticna  a  lieu  y  lea  forces 
F  se  foi^t  n4ces3airemeat  équilibre,  sur  le  syslèoie.  En 
effet,  adoietliQns  queTéquatidu  S.P.^ssQ  étant  vérifiée 
par  le^  valiQurs  desfprcQs  P»  l'équilibre  oe  sq^baiste  paa^ 
en  sorte  que  le  système  soumis  à  raction  de  ces  forces 
subisse  un  changemeD,!  de  figure  quelconque  q^iie  nous 
supposerons  trè^-petit.On  pourrait  évidemmentpréreilir 
ce  changement  de  figure ,  et  mettre»  le  systèqie  en  équi- 
libre, en  appliquant  à  chacun  des  points  mi,m,^m,,eic.» 
de  nouvelles  forces  Q1.1  Q,  >  Q,>  etc. ,  dans. les  directions 
contraires  aux  espaces  ^9.,  ê^^  êq^  etc.,  que  Içsi points 
matériels  auront  parcourus.  Et  puisque  le  syi^^nie  est. 
actuellement  en  équilibre ,  on  aura 

&P.dH-S.Q.â^F=a, 

qui  se  réduit  k 

le  premier  terme  étant  nul  par  hypothèse.  Or,  comme 
les  forces  Q  ont  été  appliquées  dans  un  sens  contraire  à 
celui  où  se  sont  mus  les  points  m  pour  parcourir  les  es- 
paces iq,  tous  les  moments  virtuels  Q-^  sont  négatifs. 
Donc  on  ne  peut  satisfaire  à  Féquation  S.Q.d^^gr^O  sans 
supposer  nulles  toutes  les  forces  Q.,  Q„  Qsi  ce  qui  dé^ 
montre  la  proposition  énoncée. 


V 
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Uuifie  du  principe  Jm    f*i»ês^es    pirêiêeUes   p0ur  la< 
recherchas  des  ^nditiens  diéquilUtré  d'un  système  de 
firces. 

â&â.  Les  points  du  système  étant  rapportés  à  des 
coordonnées  rectangulaires,  soient  jr„  Yn  ^i  ^^^  coordon- 
nées du  point!»,.  Désignons  également  par  x^tj^^  ^*  les 
coordonnées  du  point  m, ,  et  ainsi  dès  autres.  La  com- 
position du  sjrstème ,  ou  les  conditions  de  la  liaison  des 
points  d'application  des  forces,  seront  exprimées  par 
certaines  équations  subsistantes  entre  les  coordonnées 
des  points  m„  m,,  m,,  etc.  Par  exemple,  si  la  distance  des 
deux  points  m, ,  m,  devait  conserva  toujours  une  valeur 
constantey^  on  aurait  l'équation 

Si  le  point  m,  était  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  surface 
fixe  donnée ,  ses  coordonnées  x,,  jr**  ^^  devraient  satis- 
faire constamment  à  l'équation  de  cette  surface  ;  et  si  le 
même  point  devait  se  mouvoir  sur  une  ligne  fixe  donnée , 
elles  devraient  satisfaire  constamment  aux  deux  équations 
qui  déterminent  cette  ligne. 

Engénérallescoordennéesar,o^„zi;  J:.îr.Ai  «^aii^w^s^ctc., 
des  points  m, ,  m,,  m^^  etc. ,  doivent  être  regardées  comme 
étant  assujetties  à  satisfaire  constamment  k  pli^^sieurs 
él|uations  de  condition 

L=0,      M=0,      N=0,      etc., 

qui  expriment  la  nature  des  liaisons  établies  entre  les 
points  qui  constituent  le  système,  et  dans  lesquelles 
L ,  M ,  N ,  etc.,  peuvent  représenter  des  fonctions  quel- 
conques de  ces  coordonnées.  Il  faut  remarquer  toutefois 


que  le  nombre  des  équations  dont  il  s'agit,  distinctes  les 
unes  des  autres ,  doit  être  moindre  que  le  triple  du  nom- 
bre des  points  m,,  m,,  m,,  etc.  ;  car  s'il  lui  était  seu- 
lement égal,  toutes  les  coordonnées  étant  déterminées, 
les  points  du  système  seraient  fixes  dans  l'espace. 

343.  Cela  posé ,  cbaque  force  P  appliquée  au  système 
peut  être,  remplacée  par  ses  trois  composantes  X,  Y,  Z 
parallèles  aux  axes  des  x ,  des  y  et  des  z.  L'équation 
donnée  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  et  expri- 
mant l'égalité  à  zéro  delà  somme  des  moments  virtuels 
de  toutes  les  forces  appliquées  au  système ,  sera  donc 

S.X.^:r-fS.Y.^+S.Z.at=:0;  (A) 

c'est-à-dire 

'  X.te.+Y.*j^.+2A+XM+y.*^.+etc.  =0. 

Dans  cette  équation ,  les  variations  te,  fy,  ^  des  copr-« 
données  de  chaque  point  du  système  ne  peuvent  prendre 
que  des  valeurs  conformes  au  mode  de  liaison  de  ces 
points.  Donc  elles  sont  assujetties  à  satisfaire  aux  équa- 
tions que  Yon  obtiendra  en  diiTérentiant  les  équations, 
de  condition  L= 0,  M  =  0,  N=  0,  etc.,  par  rapport  aux 
coordonnées  x,,/,,z,;  x^,j^,,  z,;  Jf,^,,  z, ,  etc.;  et  mar- 
quant les  difierenti elles  par  le  signet.  Ainsi  posant  de 
plus  les  équations 

(yL=0,  m=0,  (rN«0,etc (B) 

c'est-à-dire 

^L  ,     .   ^L  ^     ,  ^L  ^       rfL  ^     .   rfL  ^     ,         _^ 

_te.+  _^.+  _^,.^^^,^.+  _^.+  etc.=0, 

j;:  te.+ ^^^.  .^^^.-^  ^  te.+  ^  ^r.+  etc.  =0, 
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5^*a:.+  ^*,'.-f5^fe.+  ^*x,+  -^.  +  etc.  =  a, 

on  devra  les  réunir  à  Téguation  (A)  pour  éliminer  autant 
des  variations  te,,  9y, ,  ^z,;  9x^,  ^,,  9z^  ;  to,,  etc.,  que  le 
nombre  des.équations  de  condition  le  permettra.  Les  va- 
riations restantes  après  cette  élimination  demeurant 
entièrement  indéterminées ,  on  deivra  égaler  séparément 
à  zéro  chacun  de  leurs  coeiBcients.  Les  équations  obte* 
nues  de  cette  manière  exprimeront  toujours  les  condi- 
tions auxquelles  doivent  satisfaire  les  forces 

X.,Y.,Z.;  X„Y.,Z.,X„etc., 

pour  qu'elles  se  fassent  mutuellement  équilibre  sur  le 
système. 

244.  Nous  remarquerons  maintenant  que  ces  équations 
finales  peuvent  être  obtenues  soit  par  les  procédés  ordi- 
naires en  prenant  dans  les  équations  (B)  les  valeurs  de 
celles  des  variations 

^•a:.,^,A;  dx^^fy^^iz^;  te,,  etc., 

que  l'on  vent  éliminer,  et  substituant  ces  valeurs  dans 
l'équation  (A)  ;  éoitpar  un  autre  procédé  appelé  méthode 
des  multiplicateurs,  qui  consiste  à  multiplier  chacune 
des  équations  (B)  par  un  facteur  constant  indéterminé , 
à  les  ajouter  à  Téquation  (A),  et  à  considérer  ensuite 
cette  équation  comme  la  seule  à  laquelle  il  s'agisse  de 
satisfaire.  En  désignant  par  l,  fi,v,  etc. ,  les  facteurs 
dont  il.  s'agit ,  on  formera  donc  ainsi  l'équation 

S.X.te+S.Y.fy+S.Z.J«+UL+p.M+v.JN+€tc.=K)...     (C) 


Éf^alant  séparaient  à  zéco^  le  cocfficiaoït  de  chacme 

des  variations  te^^^o^i»  *^.ï  ^*y  *.»  ^^-y  *"*  ^^^  *■* 
nombre  d  équations  égal  au  nombre  des  coordonnées 
des  points  du  système.  Si  Ton  élimine  ensuite  entre 
ces  équations  les  coefficients  indéterminés  X^ft^y,  etc., 
les  équations  finales  ainsi  obtenues  ne  différeront  point 
de  celles  que  Ton  aurait  trouvées  par  la  méthode  ordi- 
naire de réiimination,  comme  îl  est  facile  de  s'en  assurer. 
On  remarquera  d'ailleurs  que  ces  équations  finales  réu-* 
nies  aux  équations  de  condition 

L=p,MaeO,N=0,  etc. , 

sontennombre  égal  aunombredes  coordonnées  des  points 
du  système ,  en  sorte  que  la  figure  du  système  est  entiè-^ 
rement  déterminée  lorsque  les  forces  X,  Y,  Z  sont  don' 
nées ,  et  réciproquement. 

2b5.  La  remarque  «précédente  donne  lieu  à. en  faire 
une  autre  plus  importante.  Poser  réqjuaiioii(C}  etégaler 
séparément  à  sséro  les  termes  contenant  chacune  des 
variations 

^'îP.i^tA;  to.,i&'„&,;  9x^  etc., 

c'est  faire  ce  qui  devrait  être  fait  si  chaque  poixrt  du  sys-* 
tème  était  en tièrem^ent libre;  dtsi ,  outre  les  farces dési-' 
gnées  par 

XnY.jZ,;  X,,Y,,E,;!X„.etc., 

on  eût  appliqué  encore  à  chaque  point  d'aivtres  rfbrcat 
dont  les  moments  virtuels  seraient  représentés  -ppr  les 
termes  qui  résultent  de  l'introduction  des  quantités 
i.'^L,  itiSl^^tèS  ,  etc.,  dans  celte  équation.  Pour  fixer  les 
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i4ée8 ,  suf^MMOD»  que  »dâBs  ^FéquafiGA  *L  =  0  il  n'entre 
qae  lo8  eoordoiiiiémr.,7',,  z,  dti  point  m,.  Le  tterme>.Ai 
de  1  équation  (C)  reviendra  à 

dL         V     dL  dh 

Donc  oe  it«nnie  't)epréBC9:ite>vâPitdblMifeiit' la  somme  d^es 
moments  râtaels^de  trois^fonses 

dL       dL       dL 

appliquées  au  point  m,  /  et  dirigées  respectivement  dans 
le  sens  des  x,  des  j' et  des  z.  Supposons  que  la  fonction 
L  conti^iîe  enicore  les  coordonnées  x^,y^^  ^,  du  point 
m,,  le  terme  l.iL  de'réqUâtiôn'(C) présentera  de  plus 
la  quantité 

dL    ^     ^     €lL   ^     ,     dL  ^ 

c7est-à-idife  la  âomme  des  moments  vinuéls  de  trois 
forces 

ifli       dL       dL 
^dxi'^'^r    di.' 

supposées  appliquées  au  point  m  ,  et  dirigées  respect!- 
TCment  dans  le  sens  des  x ,  desj"  et  des  jz.  Et  ainsi  des 
autres. 

Nous  ajouterpns  que  les  forces 

dL       dL       dL 

«^/    <<r.'    ^«/ 

appliquées  au  point  m,  et  dirigées  parallèlement  aux 
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Xy  viiït  y  et  auic  z^  peuvent  être  regardées   coifità^ 
les  trois  composantes  d'une  force  unique  dont  la  valeur 
est 


force  qui  serait  dirigée  dans  le  sens  de  la  normale  à  la 
surface  que  représente  l'équation  L=0 ,  lorsqu'on  y  rè^ 
garde  les  coordonnées  x^j*,,  z,  comme  seules  variables. 
De  même  les  forces 

i^t    X—      >  — 
fltr.'     dy^^      dz^^ 

appliquées  au  point  i».,  peuvent  étreregardées  comme  les 
trois  composantes  d'unç  force  unique  dont  la  valeur  est 

et  qui  serait  dirigée  dans  le  sens  de  la  normale  à  la 
surface  que  représente  lequationLsO lorsqu'on  y  re- 
garde les  coordonnées  x,,  y^,  z^  comme  seules  variables. 
Et  ainsi  des  autres.  Les  forces  dont  il  s^agit  représen- 
tent évidemment  les  résistances  qu'opposent  les  parties 
du  système  aux  efforts  qui  tendent  à  déplacer  les  points 
ou  à  cbanger  leurs  distances  actuelles.  Et  c'est  par  cette 
raison  qu'il  est  permis  de  considérer  cbaque  point  du 
système  comme  entièrement  libre ,  lorsque  l'on  tient 
compte  de  ces  mêmes  forces. 

On  voit  parce  qui  précède  que  toute  équation  L  =rOy 
entre  les  coordonnées  des  points  du  système,  exprime 


-.  1 
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l'existence  de  lieas  établis  entre  ces  points ,  et  con- 
courent h  l'équilibre  du  système  comme  le  feraient 
les  forces 

dL       dL        dL 
^  dx^'  ^dy.'    ^  dz,' 

appliquées  au  point  m,  parallèlement  aux  axes  ;  les 
forces 

—      ^       ^ 
^dx^  ^4r/  ^^/ 

appliquées  au  pointu»,  :  et  ainsi  de  suite.  Le  coefficient  X 
reste  indéterminé.  Une  autre  équation  de  condition 
M  =  o,  entre  les  mêmes  coordonnées,  équivaut  de  même 
aux  forces 

dm        dt/L        dM. 

^d^r  ^d^:  ^d7r 

appliquées  au  point  m,,  et  aux  forces 

dn        dM.        dm 

^dx^^W.'  ^'àkr 

appliquées  au  point  m»,  etc.  Le  coefficient  ^a. reste  éga- 
lement indéterminé.  II.  en  est  de  même  à  l'égard  des 
autres  équations. de.  condition. 

.  346.  On  voit  en  outre  que  la  méthode  indiquée  n<»  344 
conduit  à  déterminer  les  conditions  de  l'équilibre  d'une 
manière  tout  à  fait  indépendantje  des  valeurs  que  pour- 
raient prendre  les  indéterminées  >,f*,v,  etc.  Mais  cette  mé- 
thode donne  aussi  le  moyen  de  trouver  les  valeurs  de  ces 
quantités ,  ce  qui  fait  connaître  les  eOorts  supportés  par 

15 
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les  parties  dit  syftème.  Enefiet ,  r^uation  (G)  donne  au- 
tant d'équations  distinctes  qu'il  y  a  de  coordonDécs  des 
points  du  système  ;  et  si  Ton  réunit  à  ces  équations  les 
équations  de  condition  L=0,  M=0,  N=0,  etc. ,  qui  sont 
en  même  nombre  que  les  indéterminées  >»fi,y,  etc.,  on  a 
toujours  autant  d'équations  qu'il  est  nécessaire  pour 
déterminer  les  coordonnées  de  tous  les  points  et  les 
quantités  ^»A«,v,  etc.,  quand  les  forces  sont  données  ;  ou 
pour  déterminer  les  forces  appliquées  à  tous  les  points 
dans  le  sens  de  chaque  axe,  et  les  quantitésX,fA,  v,  etc., 
quand  là  fifpire  du  système  est  donnée. 

947.  Il  peut  arriver  que  les  équations  L=âO,  Ms±!0, 
NssO,  etc.,  ne  donnent  que  d'une  mauièf^  imparfaite 
oo  incomplète  la  constitution  du  système.  Par  exemple, 
si  l'on  veut  exprimer  par  une  de  ces  équations  que  le 
point  m  est  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface  fixe 
donnée ,  cette  équation  indiquera  que  le  point  ne  peut 
se  mouvoir  suivant  la  direction  de  la  normale  h  la  sur- 
face, ni  dans  un  sens,  ni  dans  l'antre,  et  qu'il  peut 
seulement  se  déplacer  suivant  une  ligne  quelconque 
dirigée  dans  le  plan  tangent  ;  et  çependiant  il  est  possible 
que  le  point  ait  la  liberté  de  se  mouvoir  en  tous  oens , 
extérieurement  au  corps  ternriné  par  là  srurface.  Dé 
même,  une  équation ,  expHmant  que  la  distance  de  deux 
points  est  invariable ,  conviendra  au  cas  où  ces  points 
sont  réunis  par  une  verge  idflexiUe  et  inextensiUe;  mais 
s'ils  sont  réunis  par  un  fil»  l'équàticm  n'indiquera  pas 
suffisamment  l'éUt  du  système  »  car  la  ptésence  de  ce  fil 
prévient  seulement  les  déplacements  par  Teflet  deaqnek 
la  distance  des  deux  points  est  augmentée.  Ou'deit 
conclure  de  cette  observation  que  les  résultats  auxquels 


on  se  trouve  conduit  par  Tapplication  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles  ne  suffisent  pa»  toi^gnrs  pour  déterminer 
complètement  Its  conditions  de  l'équilibre»  et  qu'il  faut 
encore  examiner,  d'après  les  signes  dont  les  valeurs 
des  quantités  ^9fA,v»  etc.,  se  trouveront  affectées,  quel 
est  le  sens  des  efforts  supportés  par  lés  liens  ou  par  les 
obstacles  fixes  qui  font  partie  du  système ,  et  si ,  d'a- 
près ce  sens ,  les  résistances  nécessaires  à  l'équilibre  au- 
ront réellement  lieu. 

Exemples  de  Vapplication  du  principe  des  yitesses 

i^irtuelles. 

S48'  On  a  vu,  dans  Tartiole  II,  l'application  du  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles  à  la  recherche  des  conditions 
deréqàiUbre  de  plvaMarsIovces  appliquées  àunstfttl 
peint.  GoniUérons  mainlesàiit  un  système  de  poinU 
matériels  liés  entre  eux- d'une  Inaiiîèrè  invarijlble  èC 
fermant  un  eorps  adide.  Poorvppliquet*  ici  oe  prîMipe , 
(m  doit  détertniner,  «(ans  l'éqnation  générale  (A]  du 
n*2W 

les  varia tioiis  ^,^,  te,  d'i^pi^èft  la  condition  que  dans 
un  déplacement  quelconque  subi  par  le  corps,  tous  les 
points  matériels  conservent  leurs  positions  respectives 
et  }eurs  distances  mutuelles. 

Pour  parvenir  aux  équations  d'équilibre  ,  concevous 
Ici'poitfta  d»  cdf [^  rapjpoftés  à  un  ivouveâti  syétème  de 
coordonnées  rectangulaii'es  af^y^tf;  ndU9  aurons 
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en  désignant  par  a»6»7,  les  coordonnées  de  la  nouvelle 
origine ,  et  faisant 

a!=s-co%.yx^   b'^coê,x/t  cf=scos^z\ 

^'sssOOt.  ÎP,    y =OOS.  «y,     C" = COS.  Z z'  ; 

d'où  résultent  les  relations 

tffr-j.^y+a"é»"=0,  tfC+a'c'+^t'V'=0,  ^c+éV+a"c^=0, 

qui  laissent  indéterminées  trois  des  quantités  a»i,c,  etc. 
Or  le  système  proposé  étant  un  corps  solide ,  si  Ton 
conçoit  que  les'  axes  des  :jé^y\id  fassent  partie  de  ce 
système,  un  déplacement  quelconque  changera  la 
position  de  ces  axes ,  ainsi  que  les  coordonnées  x,y,z, 
mais  ne  changera  pas  les  coordonnées  aà^y^Tf,  On 
peut  donc  differentier  les  équations  précédentes  en 
regardant  afy'.z'  comme  constantes ,  ce  qui  donnera , 
en  marquant  les  différentielles  par  le  signe  ^ , 

Supposons  maintenant  qu'avant  le  déplacement,  les  axes 
des  3é^y\^  coïncidaient  avec  les  axes  des  xy^z.  On 
aura  x^ij ,Y^=y  ^  z=^;  et  par  conséquent  a=l,  ft=0. 
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c=a:0;    a'=0,  A'=l,  C=0;  a''=0,  *"=rO,  c"=5l.  Aiùsi 
nous  pouvons  écrire 

&  =  37  +  x*i"+>W"+z^c"  ; 

ou  bien,  comme  les  équations  de  condition  étant  diffé- 
rentiées  se  réduisent,  à  cause' des  valeurs  précédentes, 

fy  =  je — x9b  -f-  z^j 
Jz  =  ^  -(-  •^^^" — y^^  ? 

ou  les  quantités  ^a",tô,^c^.,  sont  entièrement  arbi- 
traires. Nous  sommes  mattres' d'ailleurs  d'écrire  au 
lieu  de' ces  expressions 

fy=z^ — ^r^H-z^, 

en  désignant  par  ^f,  ^  et  9^  trois  angles  quelconques 
infiniment  petits.  Il  reste  à  distinguer  ce  que  représen- 
tent ces  angles ,  qui  se  trouvent  substitués  respective- 
ment à  d(c',JSa"  et  9b.  Or,  dans  lliypotbëse  de  la  coïnci- 
dence primitive  des  axes  des  a;'^',z' avec  lies  axes  des 
x^^z ,  9c!  est  le  cosinus  de  l'angle  qui  s'établit  entre 
Taxe  des j^  et  l'axe  des  ^,  cosinus  dont  la  valeur  ne  dif- 
fère point  de  celle  de  l'angle  décrit  par  le  système  au- 
tour de  l'axe  des  x.  De  même  9a!'  est  le  cosinus  de  l'angle 
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qui  s'élaUit  entse  Taxe  des  z  et  celui  des  af,  dont  la  râ- 
leur est  égale  à  celle  de  Tangle  dont  le  système  tourne 
autour  de  Taxe  des^*  Enfin,  9h  est  le  oosînus  de  Tangle 
qui  s'établit  entre  Taxe  dfsa  x  et  Uaxç  ^J^'»  dont  la  ya- 
leur  est  égale  à  cellç  4^  l'angle  dont  le  système  a  tourné 
autour  de  l'axe  des  z.  Donc  les  trois  an^es  infiniment 
petits  4^,^^,^»  ^xprimimt  r«9p«Qiîvei»ent  dans  les  for^ 
miil^  pr^cécUot^  leS' défAmemmtft  ^og«lMre« jMtour 

àtPk  nos.  d##  Xj  4m  y  et  ^  le^  Ce%  anglea  sasit  $tt|iposés 
positifs  lorsque,  considérant  l'angle  trièdre  ftemépair-lcs 
parties  positives  des  axes ,  la  rotation  a  lieu  de  x  vers  z , 
de  z  vers^,  et  dej^  vers  x, 

n  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'on  représentera  un 
déplacement  arbitraire  infiniment  petit  des  points  d'un 
corps  solide'  e^  adn(«tt»nt  qua  t<ms  ç^s  pdints  S9  sont 

tranqiortfs  dç«  quantités  j^,^,^,  4m»  \e,p^m  d«s  trw 

axes  des  coordonnées  ;  et  que  ces  mta)^powt#onjt  décrit 
autour  des  trois  axes  les  angles  9^,9»,^.  Les  valeurs  des 
quantités  ^a,J6,d7  et  9fj9tâ,9^y  sont  entièrement  arbitraires 
et  communes  à  tous  les  point»  d«t  eerps.  Les  formules 
précédentes  expriment  lo»  variirtioBS  ^e  subissent  les 
coordonnées  de  chaque  point  par  l'effet  de  ces  mouve- 
ments. 

Si  mainteimnt  ou  substitue  l^s  valeurs  précédâtes 
de;  9a;JyiM>  4an^  l'éqiMttion  domée  par  le  pri«iQpe4«fi 
viteft^e^  virtuelles  qui  ^st  posée,  au  çomnufinynpyefift  •  de 
ce  nun^éjro ,  09  aura  .... 

d*où  Ton  conclut,  à  cause  de  l'indépendance  de  «,  P,  elc.  : 
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S.X=:0,  S.(Xy— Yar)s=:0, 

S.Y  =0,  S.{Yz  — Z>-)«:0 , 

S.Z  =  0,  S.  {Zx—Xx)=0. 

Ces  dernières  équations  expriment  complètement  les 
conditions  de  Téquilibre  du  corps  solide ,  conformément 
h  ce  qu'on  a  vu  n^  ik, 

2i^9.  U  importe  d'observer  que  le  déplacement  d'un 
point  quelconque  d'un  corps  solide  ,  représenté  par  les 
expressions 

^=Rz8f—x^, I  (fl^) 

et  résultant  de  trois  mouvements  de  rotation  exécutés 
autour  des  trois  axes  des  x,  des  y  et  des  z,  peut  tou- 
jours être  considéré  conu^e  étant  dû  à  un  seul  mouve- 
ment de  rotation  qui  aurait  lieu  autour  d'une  certaine 
ligne  passant  par  Vorigi^e  des  coordonnées.  En  effet , 
i^  si  l'on  pose  ^a:=0,  ^=0,  ^zr^Q ,  c'est-^-dire 

ou  bien 

X y  ^   ^ 

9^      âà^       9^  ^ 

on  voit  que  les  coordomiées  qui  aatisfoot  k  ces  équations 
appartiesnent  ^  une  lî{(ne  draifte  passant  par  Torigineet 
tormaDt  a ^e  les  ax«s  des  x ,  des  y  el  des  z  des  angles 
dont  les  coeipus  sont  respeptivenaent 
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d'où  il  résulte  que  les  points  placés  sur  cette  ligne  droite 
que  nous  nommerons  Vaxe  de  rotation  ,  sont  demeurés 
immobiles. 

^  On  reconnaît  que  tous  les  autres  points  du  corps 
ont  tourné  autour  de  l'axe  de  rotation  ;  car  si  ce  mouve- 
ment a  eu  lieu ,  Tare  infiniment  petit  décrit  par  l'un 
quelconque  de  ces  points ,  dont  les  projections  sur  les 
axes  sont  9x,fy'y9z,  sera  perpendiculaire ,  V  à  Taxe  de 
rotation,  ce  qui  est  exprimé  par  l'équation  : 

2*"  à  la  ligne  menée  de  ce  point  à  l'origine  des  coordon- 
nées ,  ce  qui  est  exprimé  par  Téquation 

Or  les  expressions  (m)  dé  9x,fy^9zj  satisfont  effective* 
ment  aux  deux  équations  précédentes. 

On  obtient Fangle  ^d  décrit  par  tous  les  points  du  corp 
autour  de  l'axe  de  rotation  en  observant  que  l'espace 

parcouru  par  un  point  quelconque  est  V^dx*4-^'-H^*  » 
ou  en  mettant  pour  to,^,^z,  les  valeurs  (m), 

Or,  si  le  point  est  situé  dans  un  plan  perpendiculaire 
à  Taxe  de  rotation  et  passant  par  l'origine  des  coor- 
données ,  le  second  terme  de  la  quantité  qui  est  sous 
le  radical  est  nul,  et  j7'-f:^'4~^*  ^t  le  rayon  de  l'arc 
qui  a  été  décrit.  Donc 


•». 
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Ainsi  les  mouvements  de  rotation  exécutés  autour  de 
divers  axes  se  composent  et  se  décomposent  suivant  les 
mêmes  lois  que  les  mouvements  rectilignes.  L'axe  de 
la  rotation  .M  est  la  diagonale  du  parallélipipède  rec- 
tangle construit  sur  trois  lignes  proportionnelles  aux  ro- 
tations composantes. ^<f,te»^.,  et  la  rotation  résultante 
u9  est  elle-même  proportionnelle  à  cette  diagonale. 

S50.  Nous  considérerons  actuellement  l'équilibre  du 
polygone  funiculaire  qui  a  été  le  sujet  des  n^  213  et 
suivants.  En. conservant  les  notations. du  n^  2i3vles 
équations  de  condition  sont  ici 

/,=\/(x.-x„)'+Cr.--:ro)'-K».-»o)', 

/.=»/  (X -j:.)'+tr.-J^.)'+(2.-z.)% 
etc. 

L'équation  (Â)  dun""  â<^3  devient  : 

ToCos.iîp.faro-f-P.cos.a,te,-f-P,cos.a,.te.+...-|-T,cos.a,.te«H.i 
+ToCOs.*o.^rH-P.cos.«,^,-fP.co9.6,.fy.-f . .  .+T,  cos.  6..^»+! 

-f-T,cos.  Co.feo  +P|COs.  y,9z,  +V^COi.yJz^  -}-. .  .+T«  COS.C„.*8«  +  j . 

En  diOérentiant  les  équations  de  condition  précéden- 
tes et  marquant  les  différentielles  par  le  signe  ^,  elles 
donneront 


0  = 


/o 
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etc., 

Par  conséquent  si ,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit 
n®  2U,  on  ajoute  ces  équations  au  serond  membre  de 
l'équation  précédente ,  après  les  aroir  multipliées  res- 
pectivement par  des  indéterminées  >«,>.,>,,••.>>«;  et  si 
l'on  égale  ensuite  séparément  à  zéro  les  termes  qui  se 
trouveront  affectés  des  vari«iti<msteo,^oyJ!2r«  ;  te,,9^.,to.  ; 
^JT, ,  etc.,  on  obtiendra  les  équations  suivantes,  qui 
expriment  les  conditions  de  l'équilibre  : 

0s=;ToC0S.a,— >  '^~^'' 


'9  O 


/o      ' 
Pour  le  poiiitm.{0=:ToCOs.fro — >o      ^      , 

0=:ToCO8.C«— >«  -ÏlZ-S  . 

0=X^— : |-P,COS.a,— >,  — -z — , 

.  y  »  J* 

Pour  le  point  in;lo=  X.'^^^î^^  +  P.  cos.  g,— >/''7^\ 

0=>,  ^i^*  +  p.  COS.  ^— X.^^Zii. 

0=>.^  +  P.co«.«.-X.^-, 
Pour  le  point  w.  {  0=  >.  "^^^  4-  P.cos.  g.— X.  -î^^* , 

o=>.  îiz:^' + P.C05.7.-X.  îîip , 

etc., 
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0=^>,fltpf."+T,cos.«„ 
Pour  le  point/;».  1 0==).'^'"'"'"^'^''  4.T.  cos.  b. 

•/■    .     . 
Ces  résultats  s'accordent  évidemment  avec  ceux  qui  ont 

été  donnés  dans  les  n^  213  et  2ih-  Les    coefficients 

>o)\*>s).».*>n)  f^pi*^sentent,  conformén^ent  à  ce  qu^on  a 

vu  n®3t.5,  les  tensions  supportées  par  les  divers  côtés 

du  polygone.  La  première  et  la  dernière  des  équation^ 

précédentes  indiquent  que  les  forces  appliquées  aux 

points  extrêmes  doivent  être  dirigées  dans  le  sens  des 

QAté»«x«rénies  et  égale»  à  la  tension  de  ces  cêtés.  Les 

nôtres  équfitiena  iodiqiieftt  que  la  force  ap))liqii^  à 

chaque  sommet  da  fiolygone  doit' être 4gale  et  difeote- 

ment  opposée  aux  tensions^es  côtés  contigus. 

âSl.  Nous  emploieronsej^  k  pnnoîpe  des  vitesses 
virtuelles  à  la  reciiercV  des  équatic»^  de  la  oourl>e  fu- 
niculaire dont  on  s  est  occupé  dans  les  n~  21&  et  sui- 
vants ;  et  la  solution  de  cette  question  pourra  donner 
une  idée  de  la  manière  dont  la  méthode  des  variations 
s'applique  aux  problèmes  de  mécanique. 

En  conservant  ici  les  notations  du  n^  318,  l'équation 
qui  exprime  l'égalité  à  zéro  de  la  somme  des  moments 
virtuels  de  toutes  les  forces  appliquées  au  fil  est  : 

0  = 
Tocos.ao.  te^-f"ToCos.^o-  ^O+Tocos.  c,  Jzo 
+T«cos.d«.te«-|-T„co8,6«.^«+''«»^®*-^«-^* 

J  So 
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La  seule  condition  à  laquelle  le  système  soit  assujetti 
consiste  en  ce  que  la  longueur  des  éléments  ds  du  fil 
est  invariable  ,  en  sorte  que  Voa  doit  poser  pour  chacun 
de  wt%  éléments  1  équation 

d$  s=  const,      ou      $,di  =  0. 

Pour  suivre  donc  la  règle  donnée  n^  Sii-fc,  il  faudrait 
multiplier  chacune  de  ces  équations  par  une  indétermi- 
née ,  et  les  ajouter  toutes  au  second  membre  de  l'équa- 
tion précédente.  Gela  revient  évidemment  à  ajouter  à 


Jso 


ce  second  membre  l'intégrale  \    l.ds ,  dans  laqudileX  est 

regardée  comme  une  quantité  variable  avec  s ,  et  pou- 
vant prendre  une  valeur  indéterminée.  D'après  cela 
l'équation  exprimant  les  conditicms  de  l'équilibre,  et 
analogue  à  l'équation  (C)  du  n^  ikh^  sera  ; 

0  = 

ToCOS.Uo.^Po  +  T„co8.6^  .9y^  +  T^cos.c.fe 

-\'Tt,CÙi.am*9Xm'\^Tt,COS.be,»^m'\'TttCOSXtt,9^tf 

Cette  équation  doit  subsister  quelles  que  puissent  être 
les  valeurs  attribuées  aux  variations  des  coordonnées 
(les  divers  points  de  la  courbe.  Elle  est  tout  à  fait 
semblable  aux  équations  auxquelles  on  est  conduit  pour 
la  solution  des  questions  de  maxima  ou  minima  des 
intégrales  définies,  et  peut  se  traiter  de  la  même 
manière.  On  remarquera  donc  que  la  relation 

ds^yda:'+4y*4^dz' 
donne 
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-  ,       ih:.9dx4'dy.9ify4'dzMz 

ids= ^ 5 


et  par  conséquent 


En  changeant  Tordre  des  signes  d  et  S  y  et  eQëcUiant  les 
intégrations  par  parties  qui  doivent  faire  disparaître  les 
différentielles  des  variations,  cette  expression  se  trans- 
formera en 


\.$ds^ 


k 

valeur  qui  doit  être  substituée  dans  l'équation  précé- 
dente. 

Si  l'on  fait  cette  substitution ,  et  si  l'on  égale  en- 
suite séparément  à  zéro  les  termes  afiectés  des  varia- 
tions des  coordonnées  qui  sont  entièrement  indépen- 
dantes, 1^  il  viendra,  pour  le  premier  et  le  dernier  point 
de  la  courbe ,  les  équations  déterminées  , 


0=T,cos.c,— >,-^"j 


•' 
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0=Tj,cos.a«,4-^»  -^r  » 
0=T,cos.6«+>g,-^, 

0=T«cos.c^+X«^j 

d'où  f^Mi  cmelut  que  leâ  fbrces  appliquées  aux  points 
ettrèliieft  doivent  être  dirigée^  dans  le  sen^  des  derniers 
éléments ,  égales  et  Opposées  à  la  tension  que  ces  élé- 
ments supportent»  tension  qui  est  représentée  dans 
toute  l'étendue  de  la  courbe  par  la  valeur  de  la  quan- 
tité >. 

â®  On  aura  pour  tous  Its  points  de  la  courbe ,  en 
égalant  séparément  à  zéro  les  termes  affectés  de3x,êy^9x 
qui  sont  restés  sous  le  signe  d'intégration,  les  équaticms 
indéfinies , 

d/^  dz\     ^ 
pcùê.f  —  -y4  X  —  I=î0. 

'^  ds\    as/ 

.  •     ■  •  •        • 

Gés  deirnières  équations  s'accordent  avec  celles  qui  ont 
été  données  n"*  ÎM.  En  l€fs  intégrsDt  on  aura  des  équa- 
tions qui  s'accorderont  avec  celles  du  n^  318. 

Remarque  générale . 

252.  Pour  reconnaitre  à  quoi  tient  cette  analogie 
entre  les  méthodes  qui  s'appliquent  aux  questions  de 
maxima  et  minima  ,  et  celles  qui  sont  propres  à  la  re- 


cfaercbe  àts  conditions  de  l'équilibre  d'un  système  de 
forces  y  on  remarquera  que  dans  l'équation 

qui  exprime  en  général  les  conditions  dont  il  s'agit,  on 
peut  dans  la  plupart  des  cas  naturels  regarder  le  pre- 
mier membre  comme  étant  la  variation  d'une  certaine 
fonction  n  des  variables  p^p^ifti  etc<,  en  sorte  qu'on  au- 
rait 

*n=P,.«)»,+P..^.+p3.o>,+  etc. 


ion  précédente  exprime  donc  la  .condition  du 
maximum  de  laipuction  fi»  Ainsi  Von  ne  peut  réèoudre 
une  question  <l'éqttiiibr«  sans  résoudre  en  même  temps 
uaequeatîonde  nuuiimum  ouminimum.  (teconçcMld'aii- 
leura  que  s'il  existe  onrtaines  is<»iditions  auxquelles  les 
variations ^,f^.,cDp,,  etc.,  soient  assiyetties,  il  convien- 
dra d'y  avoir  égard.  La  manière  dcmt  cela  doit  se  faire 
a  été  expliquée  dans  les  n*^  512  et  suivants  des  Leçons 
éTunafy^se ,  et  on  v<Ht  que  les  procédés  indiqués  daUé  €es 
numéros  sont  entiècement  confcHrmes  à  ceux  qui  ont 
été  exposés  ci*dessut. 

253.  Considérons  le  cas  particulier  où  toutes  les  for- 
ces appliquées  au  système  seraient  verticales  et  con- 
stantes ,  c'est-à-dire  le  cas  où  le  système  serait  formé 
d^un  assemblage  de  corps  pesants  liés  les  uns  aux  au- 
tres d'une  manière  quelconque  ,  sans  qu'aucune  force 
étrangère  leur  fût  appliquée.  Toutes  les  lignes  j?.»p,^,f 
sont  alors  parallèles;  P„P.,P| ,  etc.,  sont  constantes  ; 
et  par  conséquent, 

n=Pj>.+P^,-4-Prf?,-(-  etc. 
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Les  lignes j9,,p.,/i3,  etc.,  peuvent  être  comptées  à  partir 
de  points  fixes  quelconques  pris  dans  les  directions  des 
forces.  Si  l'on  suppose  ces  lignes  comptées  à  partir  d'un 
Ihéme  plan  horizontal  quelconque ,  la  quantité  précé- 
dente divisée  parla  quantité constante,P„-j-P,',+P„etc., 
c'est-à-dire  la  fonction 

Pj?,4-P,/>,+P,^,+  etc. 

P.+P.+P,+etc.       ' 

représentera  la  distance  du  centre  de  gravité  des  corps 
du  système  au  plan  horizontal  dont  il  s'agit.  Les  condi- 
tions nécessaires  pour  que  le  système  soit  en  équilibre 
sont  donc  celles  qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  le  cen- 
tre de  gravité  des  corps  dont  ce  système  est  composé 
soit  placé  le  plus  haut  et  le  plus  bas  possible.  Nous 
exposerons  dans  la  suite  des  considérations  appartenant 
à  la  dynamique,  qui  sont  nécessaires  pour  étendre  et 
pour  compléter  ces  notions. 

XVIL    Equation  généhale  du  mouvement   d'uv  système 

DE   POINTS   MATERIELS   SOLLICITÉS    PAU   DES    FOBGBS   QUEL- 
CONQUES.-^PRINCIPE   DE  d'aLBMBERT. 

254^.  Les  conditions  générales  du  mouvement  d'un 
point  matériel  soumis  à  l'action  de  diverses  forces,  ont 
été  exposées  dans  Tarticle  VIII,  pour  le  cas  où  le  point 
matériel  était  entièrement  libre ,  et  dans  l'article  IX , 
pour  les  cas  où  ce  point  était  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
une  ligne  courbe  ou  sur  une  surface  courbe  donnée.  Il 
s'agit  présentement  d'établir  les  conditions  générales 
du  mouvement  d'un  système  de  points  matériels  assu- 
jettis entre  eux  d'une  manière  quelconque.  Nous  con- 
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cevons  toujours  le  syslème  formé  de  \k  manière  qui  à 
été  indiquée  dans  les  n^  229  et  230,  et  nous  le  suppo- 
sons sollicité  par  des  forces  dont  l'action  s'exerce  d'une 
manière  continue  comme  celle  de  la  pesanteur. 

La  loi  du  monvetnent  d'un  point  matériel  libre  con- 
siste en  ce  que  la  quantité  de  mouvement  acquise  par 
le  corps  dans  l'unité  de  temps ,  et  dans  la  direction  de 
la  force  par  laquelle  ce  corps  est  sollicité  y  est  constam- 
ment égale  à  lefiort  exercé  sur  le  corps  par  cette  focce. 

Si  le  point  matériel  est  assujetti  à  se  mouvoir  dans 
une  ligne  ou  dans  une  surface  donnée ,  la  recherche 
des  conditions  de  son  mouvement  se  ramène  au  cas  d'un 
point  matériel  entièrement  libre ,  conformément  à  ce 
qu'on  a  vu  dans  l'article  VIII ,  en  introduisant  dans 
les  équations  générales  qui  expriment  Ces  Conditions  la 
force  qui  représente  l'efiort  exercé  par  lequel  le  point 
matériel  est  retenu  dans  la  ligne  ou  dans  la  surface.  Et 
l'on  peut  déduire  de  ces  équations  générales  la  con- 
naissance du  mouvement  du  point  matériel  et  celle  de 
Vefiort  dont  il  s'agit. 

255.  Considérons  maintenant  un  système  de  points 
matériels  assujettis  entre  eux  d'une  manière  quelcon- 
que^ qui  se  meuvent ,  et  auxquels  sont  appliquées  des 
forces.  La  liaison  établie  entre  ces  points  ne  permet 
pas  en  général  qu'ils  cèdent  librement  à  l'action  des 
forces  qui  leur  sont  respectivement  appliquées,  et 
qu'on  puisse  déterminer  leurs  mouvements  d'après  les 
règles  qui  conviennent  à  un  point  matériel.  Il  s'établit 
évidemment  entre  tous  les  points,  ou  entre  quelques-uns 
des  points  du  système  considérés  deux  à  deux  ,  des  ac- 
tions intérieures  par  l'efiet  desquelles  leurs  mouvements 

16 
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5oat  modifié».  Le  mouvement  de  Vim  quelcdhque  des 
poinU  matériels  considéré  à  part  résulte ,  1^  de  m  ri- 
tesse  ifiitîale  ;  2^  de  la  force  extériaure  qui  lui  est  «p* 
pliquée  ;  i^  4es  actions  intériennea  qui  s'établissent  en- 
tre ce  point  >et  les  autres  points  du  système,  actions 
qui  dépendent  eUes-mémes  de  la  nature  des  liaisons 
par  lesquelles  le  aystéme  est  constitué.  Maiasi  l'en  tient 
compte  de  oes  efforts  intiirieurs,  on  pourra  évidemment 
exprimer  les  conditions  du  mouTemnnt  de  chacun  de» 
points  du  syalème  delà  même  manière  qise  ai  ces  points 
étaient  libres  de  ae  mouiroir  indépendamment  jes  uns 
des  autres. 

D'après  cela ,  en  représentant  par  : 

m     la  masse  de  l'un  quelconque  des  points  maté-* 
riels  ; 

Xyjr^z,  les  trois  coordonnées  reotanfolairesdu  lieu  où 
ce  point  se  trouTO  aitué  an  bout  du  temps  t  ; 

X,Y,Z,  les  efforts,  exprimés  en  unités  de  poids ,  exer- 
cés sur  le  point  m  par  les  fimrces  extérieure» 
qui  lui  aont  appliquées  dans  le  sens  des  axes 
des  or,  des^,  des  z  ; 

B,F,G,  les  efforts,  également  exprimés  en  unités  de 
poids ,  exercés  sur  le  même  point  parallèlement 
aux  axes ,  et  provenant  des  actions  intérieures 
qui  t'établissent  entre  le  point  m  et  les  autres 
points  du  système  ; 

on  aura,  conformément  au  n^  141,  pour  chaew  de» 
points  du  système,  les  équations  i 
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Admettoo?  maipUsmuit  (jue  oQA&idér^t  lie  «ijfst^mç  dans 
l'état  QÙ  U  66  trquve  au  bput  du  temps  t^  qu  liU  ^jn- 
prime,  yn  mouvemwt  q.uelcQ^<{ue  ûifinimept  petite  99A9 
que  les  condition^  de  la  liaison  des  pointa  nmténels 
soiept  ▼iolées,  et  par  l'^e^  duque}  Ip  point  nf  aÂt  déqiit. 
respectivement  dans  le  sens  de^  x;,  4^^jr  et  de4  z  ^  les 
espaces  ^XyijM-  Multiplioxis  la  première  des  éqvmMons 
précéd^nteQ  par  Sx,  la  second^  par  iy^  la  trQî^ièiif^  p^r 
^^»« et  ajoutons  toutes  les  équations  obtenues  de  cette 
maiûére.  On  obtiei^dra  aipsi  réqu9tian  unique  , 


le  signe  S  indiquant  une  somme  formée  des  quantités 
qui  suivent  ce  sî^e  appartenant  à  tous  les  points  du 
système.  En  effet  la  somme  S{E9x'\-F9y-^Gûz),  des  mo- 
ments virtuels  dus  aux  forces  intérieures  est  nécessai- 
rement nulle  d'après  ce  qui  a  été  dit  if  33d. 

De  plus,  si  le  système  n'est  pas  entièrement  libre,  et 
si  quelques-uns  de  ses  points  sont  assujettis  à  demeurer 
dans  des  surfaces  ou  des  lignes  fixes  données,  les  résis- 
tances de  ces  surfaces  ou  de  ces  lignes  introduiront  de 
UpuveUm  fofce»»  ms^i^  dontJe^  momeiit&Tkiuela  saroat 
toujours  nuls,  comme  on  Ta  remarqué  dans  le  n^  2h0.  L'é- 
quation précédente  subsistera  donc  encore  dans  ce  cas. 
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256.  Cette  équation  exprime  les  conditions  générales 
du  mouTement  du  système  :  en  la  réunissant  aux 
équations  de  condition  par  lesquelles  la  nature  de  la 
liaison  des  points  matérieb  est  dé6nie ,  on  aura  tout 
ce  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  les  mouvements 
de  tous  les  points  matériels.  Les  variations  te,  èy^  Sz 
doivent  satisfaire  aux  équations  dont  il  s'agit ,  et  ne 
sont  assujetties  à  aucune  autre  condition.  Elles  repré- 
sentent des  espaces  quelconques  infiniment  petits  qui 
peuvent  être  décrits  par  les  points  du  système ,  lors- 
qu'on lui  fait  subir  un  léger  changement  de  figure  à 
partir  de  celle  qu'il  affectait  à  la  fin  du  temps  f. 
Les  espaces  9x ,  ijr,  ^z  ne  doivent  pas  en  général  être 
confondus  avec  les  espaces  représentés  par  dx,  dy^  dz 
qui  sont  effectivement  parcourus  par  les  points  du  sys- 
tème dans  l'instant  dt  qui  suit  le  temps  t ,  par  l'effet 
du  mouvement  actuel  de  ce  système.  Il  serait  possible 
que  les  conditions  de  la  liaison  des  points  matériels 
fussent  telles  que  dx ,  dy^  dz  ne  pussent  pas  être  sub- 
stitués dans  l'équation  précédente  à  la  place  de  te,  fy^^z. 

257.  L'équation 

/d^x  d^Y  d^z    \ 

il  laquelle  on  vient  de  parvenir  directement  dans  le 

n*"  255,  exprime  à  proprement  parler  que  l'équilibre 

doit  subsister  dans  le  système  proposé,  d'une  part  entre 

£Cx        d^y        d^z 
les   forces  ^--rT»  ^  T"*  ^  jr  que  produiraient,  si 

les  points  matériels  leur  cédaient  librement  le  mouve- 
ment affecté  véritablement  par  ces  points ,  et  d  autre 
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part  entre  les  forces  X ,  Y,  Z  appliquées  extérieure- 
ment au  système,  ces  dernières  forces  étant  prises  en 
sens  contraire.  On  reconnaît  effectivement  que  le  mou- 
vement du  système  doit  être  réglé  de  manière  que  la 
condition  dont  il  s'agit  soit  constamment  satisfaite. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  considérons  en  gé- 
néral l'une  quelconque  des  forces  appliquées  extérieure- 
ipent  au  système.  Si  le  point  matériel  sur  lequel  agit  cette 
force    était  libre,   il  prendrait  le  mouvement   qu'elle 
tend  à  lui  imprimer,   conformément   à  la  loi  qui   a 
été  rappelée  ci^dessus ,  n»  2S4  ;*  mais  la  liaison  mutuelle 
des  parties  du  système  oblige  en  général  le  point  dost  il 
s'agit,  àprc!ndre  un  autre  mouvement.  Or  on  peut  coice- 
voir  la  force  appliquée  au  point  matériel  décomposée  en 
deux  antres  forces  y  dont  l'une  imprimerait  à  ce  p*int , 
s'ilétaitlibre^  le  mouvement  qu'il  prend  véritablenent  ; 
et  il  est  visible  que  cette  première  composante  poduit 
seule  le  mouvement  du  point ,  et  que  la  secondecom^* 
posante  est  détruite  par  l'effet  des  actions  mutielles 
qui  s'établissent  entre  les  parties  du  système.  La  fre- 
mière  composante  est  la  force  consers/ée ,  et  la  seconde 
est  la^rce  perdue  par  le  point  matériel.  Ainsi  ^on 
voit  que  la  nature  des  mouvements  affectés  par  le(ys- 
tème ,  coosiste  en  ce  que  les  forces  perdues  doivei  se 
détruire  réciproquement,  ou  «(è  faire  constamment  ^ui- 
libre  en  vertu  de  la  liaison  des  points  matériels.  C'est 
en  cela  que  consiste  le  principe  établi  par  d'Alen^rt. 
Les  forces  appliquées  au  système  dans  le  se|s  des 
trois  axes  ayant  été  représentées  ci-dessus  par  X,  Y,  Z, 
et  les  forces  capables  de  produire  les  mouvenents  affec- 
tés par  les  points  matériels  suivant  les  même»  directions, 
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c'wt^à^^ire  kw  Ibmm  «Asefrwfe,  AlaM  rejiréaMitéet  par 

d'x         cPy         d^z 
Ie5  forces  perdues  sont  exprimées  par 

La  condition  de  l'équilibre  entre  ces  forces  est  donc 
donnée  pdrFéqnation. 

qui^reyient  à  U  précédente ,  e(  à  laquelle  on  doit  rét^ 
nîr  \es  équations  de  condition  appartenant  au  système. 
On  \oit  d'ailleurs  qu'établir  l'éqiùlibre  entre  les.focccs 
peri^çs,  est  la  même  chose  qu'établir  l'équilibre  ent^e 
le»  £^ces  conservées  et  les  forces  appliquées  au  ayatème 
prise  pu  sens  cogalraires  {  puisque  pour  chaque)  point 
du  système ,  la  iorce  perdue  est  ^gala  et  directement 
0]|>Q$ée  à  la  résultante  de  I4  force  conservée  et  de  la 
foce  appliquée  au  système  prise  en  sçns  contraire. 

258.  En  e^ipoaafit  les  notionapréoédfinlesvJMNisregar- 
dios  lea  forces  appliquées  au  système  comme  agissant 
d'iD^  manière  continue»  et  imprimant  aux  divers  points 
maériels  des  mouvemeois  qui  changeai  eui[«*mémes 
à' me  manière  continue  et  prof;DeS8ive  ^  en  aorte  que  ks 
vitciiea  ne  varient  en  général  que  é'une  quantité  ini^ 
nimeit  petite  dans  un  intervalle  de  temps  infiniment 
F^tit.  Mais  il  est  quelquefois  nécessaire  de  considérer 
l'action  de  Certaines  foroes  qui,  exerçant  de  trèft^gtandea 
pressions  da&s  un  temps  extrêmement  court,  font  varier, 
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de  quantités  finies ,  les  vitesses  des  parties  du  systàme, 
quoique  la  durée  de  ces  actions  soit  sensiblement  nulle. 
Dans  les  cas  de  ce  genre  on  peut  admettre  que  pendant 
la  durée  extrêmement  petite  des  actions  dont  il  s'agit, 
la  position  des  points  matériels  du  système  n'a  pas 
changé,  dW  il  suit  que  dans  l'équation  précédente 

S.m(^  »x+^  «y-|.5fe)==S(X*r+Y4r+Z&) , 

on  peut  regarder  les  quantités  ^x,  ^,  8z  comme  ne 
variant  pas  avec  le  temps.  Si  Ton  multiplie  par  di  les 
deux  membres  de  cette  équation  ,  et  si  l'on  intègre  de- 
puis f  s=0  jusqu'à  ts=t ,  il  viendra  donc 

^Slix  1  X4fa+  ty  1  T<b-f  ^s  I  ZA) , 

MmT      rf^y      As 

en  représentant  par  -^^^  ^^,  ^,  les  vitesses,  pour^sO» 


du  {NOint  matériel  dont  la  masse  est  m.  Or,  dans  cette 
dernière  équation ,  les  quantités 


m 


\dt-~1[)>  '"VÂ""-*;-  "\di~Â) 


•ont  les  qvumtitm  dû  mouTeaMot  acquises  par  le  fioint 
daiM  ie  e«o8  de  choifue  aie ,  et 


ÇlLdtAYdt,  ifdt 


«ont  les  quantités  de  mouvement  qui  lui  ont  été  impri- 
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mées  dans  le  même  sens  par  les  forces  qui  le  sollicirr 
tent.  Ainsi  elle  exprime  que  les  quantités  de  mouF^ 
ment  acquises  par  les  parties  du  système  pendant  la 
durée  très-courte  de  l'action  que  nous  considérons  ici» 
doivent  faire  équilibre  aux  quantités  de  mourement 
imprimées  par  les  forces  prises  en  sens  contraire; 
c'est-à-dire  Y  en  d  autres  termes,  que  le  principe  de 
d'Alembert  subsiste  dans  les  cas  où  il  s'opère  un  chan- 
gement brusque  dans  le  mouvement  du  système  aussi 
bien  que  dans  ceux  où  cç  mo^vemçnt  ne  varie  que  paf 
degrés  insensibles. 

XVIII.  MOUVEMERT  DE  DEUX  POIITTS  MATERlEIiS  PESANTS  LIES. 

PAR  VV  HL  FLEXIBLE. 

289  «  Considérons  deux  points  matériels  dont  les 
masses  sont  m ,  m\  assujettis  à  se  mouvoir  sur  deux 
plans  inclinés  formïint  avec  la  verticale  des  angles  0,6% 
et  liés  l'un  à  l'autre  par  un  fil  parfaitement  flexible  qui 
passe  sur  une  poulie  £ixe  placée  au  sommet  des  deux 
plans.  Soit^  la  vitesse  imprimée  aux  corps  pesants  par 
la  gravité  dans  l'unité  de  temps.  On  suppose  que  le 
système  des  deux  points  matériels  a  reçu  une  vitesse 
initiale  quelconque,  etqu'il  est  ensuitesoumis  à  l'action 
de  la  gravité  :  il  s'agit  de  rechercher  la  nature  du  mou- 
vement qu'il  affectera. 

Cette  question  se  résoudra ,  conformément  à  ce  qui  a 
été  dit  n^  SS7 ,  en  exprimant  qu'il  y  a  équilibre  entre 
les  forces  auxquelles  sont  dus  les  mouvements  des  points 
matériels ,  et  les  forces  agissant  sur  ces  points  prises  en 
sens  contraires;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  eaatre  le3 
forcer  perdues  p^r  les  points  matériels.  Donc,  nommant 


g 
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M  et  1^  les  vitesses  des  points  m,  m' au 'bout  du  temps  t, 
ces  vitesses  étant  supposées  positives  quand  les  corps 
descendent,  la  condition  dont  il  s'agit  sera  exprimée 
ici  par  l'équation 

ou ,  comme  i/  =  —  m  , 

dv       mcos.G — /n'cos.6' 
dt      '  m-^ml 

En  intégrant  Ton  trouve 

mcos.O— /w'cos.ô'       .  _, 

"= ^-R ^'+^' 

V  étant  la  valeur  initiale  de  la  vitesse  u  du  point  m. 

Le  mouvement  des  points  est  uniformément  accéléré 

ou  retardé  ;  il  est  dû  â  une  force  constante  plus  petite 

que  l'action  de  la  gravité  dans  le  rapport  exprimé  par 

-     _       .       mcos.O — ^m'cos  6' 
la  fraction  ; — ; . 

La  tension  du  fil  est  le  résultat  de  la  destruction  mur 
tuelle  des  forces  égales 

dv  d^ 

mgcos.9 — m  et      /ti'^cos.ô'— /»'  — , 

qui  a  beu  par  l'effet  de  la  liaison  que  le  fil  établit  entre 
les  deux  points  matériels.  La  valeur  de  cette  tension 

est  donc  constante,  et  eiiprimée  par  — r— yCcos.^-cos.ô'}^. 

S60.  Si  le  plan  sur  lequel  se  meut  le  point  m  était 
vertical  et  le  plan  sur  lequel  se  meut  le  point  m'  hori- 
zontal ,  la  formule  précédente  deviendrait 
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Le  mouvement  estdû  à  Taction  d'une  force  moindre  que 
la  gni?ilé  dan»  le  rapport  de  la  marne  du  corps  descen- 
dant à  la  somme  des  masses  des  deui  corps.  La  tension 

,     Al  mil 

constante  du  fil  est  — ; — jg. 

261.  Si  lés  lignes  décrites  par  les  corps  étaient  toutes 
deux  verticales ,  la  formule  dont  il  s'agit  donnerait 


La  tension  du  fil  est  — — -  g.  Cette  expression  s'ap- 

plique  à  l'appareil  connu  sous  le  nom  de  machine  d'At- 
wood ,  lorsqu'on  ïsài  abstraction  des  firoltements  et  des 
masses  du  fil  et  de  la  poulie. 

963.  La  question  n'est  pas  plus  difficile  h  résoudre 
dans  le  cas  où  les  points  matériels  sont  soutenus  par 
des  fils  qui  s'enroulent  sur  deux  cercles  de  diamètre 
différent ,  montés  sur  un  même  axe  fixe  horizontal  et 
parallèle  à  la  ligne  d'intersection  des  deux  plans  incli-^ 
nés.  Les  forces  perdues  par  les  deux  corps  sont  repré- 
sentées ,  comme  dans  le  n*  259,  par 

dif  .  du 

mgcos.^ — "*T"      ^      nigco&Jl'^ni  -j. 

Soient  r  et  1^  les  rayons  des  cercles  snr  lesquels  s'en- 
roulent respectivement  les  deux  fils.  La  condition  de 
l'équilibre  des  forces  perdues  sera  exprimée  par  l'équa- 
tion 

l  .         ^\       (    I        u        ^^^\j 

I /Ti^cos.O — m  --P  )r:=l  mgco%,y  —  m  -j-  \r  ; 
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ou ,  comme  l'on  a  ici  i/  = , 

r 

En  intégrant  il  vient 

__  mr^.cos.ê— iw^/y.coi.e' 

V  étant  la  vitesse  initiale  du  corps  m.  Les  tensions  des 
fils  qui  soutiennent  les  pointts  matériels  m  et  m!  sont 
respectivement 

inin'(/^cos.e+ry^cos.  yj  nw»i'(ylr^cof  >»+^oos  M) 

263.  Nous  considérerons  encore  la  question  du  n»  259 
en  admettant  que  Ton  tienne  compte  d'un  frottement 
eiiercé  par  chacun  des  corps  sur  les  plans  inclinés ,  la 
résistance  due  k  ce  frottement  étant  supposée  propor- 
tionnelle à  la  pression  exercée  par  le  corps  contre  ce 
plan.  Soit  y  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour 
le  premier  corps ,  /*  le  même  rapport  pour  le  second 
corps.  L'équilibre  des  forces  perdues  sera  exprimé,  en 
supposant  que  le  corps  m  descende  9  par  l'équation 

d'où  Ton  déduira  comme  ci-dessus 

dif  _^  in(cos,Q-^>in.9)— m^(cos.6^+/^sip.eO 
ai  nt-^fn 

et 

in{cO8.9«^/%iû.0) — m'(cos.ô'-(-f  sin.ô')  _,  ,  -. 
if=z -^-j — P^ î *<+V. 


Le  mouvement  commun  des  deux  corps  est  toujours 
uniformément  accéléré  ou  retardé.  La  tension  constante 
du  fil  est 


mrrl 


(cos.fi— /sin.e-f-  cos.ô'-j^Tsin-O^- 


264-  Si  le  corps  m  descendait  verticalement  tandis 
que  le  corps  rnl  décrirait  une  ligne  horizontale ,  comme 
on  Ta  supposé  n*"  260 ,  on  aurait  simplement 

et  pour  la  tension  du  fil 


mm 
m 


s^"+^'^- 


Les  résultats  seraient  différents  si  l'intensité  du  frot< 
tement  était  supposée  dépendre  dç  la  vitesse  du  mou- 
vement. Des  expériences  spéciales  ayant  constaté  que 
dans  le  cas  dont  il  s'agit,  les  mouvements  des  corps  sont 
uniformément  accélérés  ou  retardés,  on  doit  en  conclure 
que  l'intensité  du  frottement  est  entièrement  indépen- 
dante de  la  vitesse.  Cette  intensité  est  uniquement  dé* 
terminée  pour  les  divers  corps  par  la  grandeur  de  la 
pression  exercée  par  l'un  des  corps  sur  l'autre. 

Mouvement  d'un  fil  parfaitement  flexible  et^inex" 

tensible. 

265.  Pour  donner  un  noui^el  exemple  de  l'application 
des  procédés  du  calcul  des  variations  aux  questions  de 
mécanique,  on  considérera  le  mouvement  d'un  fil  par- 
faitement flexible  et  inextensible.   Nous  désignerons 
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par  m  la  masse  de  Tunité  de  loD{{uear  du  fil ,  'par  5 
Tare  de  la  courbe  du  fil  compté  d'un  point  fixe  pris 
sur  cette  courbe ,  et  se  terminant  à  l'un  quelconque 
de  ses  points ,  et  par  s^  et  5«  »  les  valeurs  de  i'arc  s  pour 
la  première  et  la  dernière  extrémité  du  fil.  x  ^y,  z  re- 
présenteront les  coordonnées  du  point  de  l'espace  où  se 
trouve  à  la  fin  du  temps  t  le  point  du  fil  qui  est  à  l'ex- 
trémité de  l'arc  s.  Comme  la  masse  de  l'élément  du  fil 
qui  est  à  la  suite  de  ce  point  est  mds ,  les  forces  perdues 
par  cet  élément  parallèlement  aux  trois  axes  seront 
respectivement 

tPx  d*Y  ^z 

puisqu'on  n'admet  pas  qu  aucune  force  extérieure  lui 
soit  appliquée.  Le  fil  doit  être  en  équilibre  en  suppo- 
sant chacun  de  ses  éléments  sollicité  par  les  forces  per- 
dues, condition  qui  s'exprime ,  comme  on  Ta  vu  n^^SSI, 
par  l'équation 


J  So 


rnds(^3x-{.^fy+^izy 


De  plus  il  faut  avoir  égard  à  la  condition  de  l'inexten- 
sibilité  du  fil,  ce  qu'on  fera ,  conformément  au  n^  â&i* , 
comme  on  l'a  vu  n*  251 ,  en  ajoutant  au  premier  mem- 
bre de  l'équation  précédente,    l'intégrale    I      XJ<e&,  X 

désignant  la  tension  supportée  par  Télément  ds  de  la 
longueur  du  fil.  L'équation 

0= £.^g.x+g,^+  P^yjyds, 
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exprimera  complétesiMt  les  oMditions  du  «ouvemeiii 
da  tysCènne.  Lcb  quaatites  x,y,  z  doirent  étrie  ffigar- 
dées  eonoBA  des  foafttiaBe  de  l'arc  s  et  du  temps  6. 
Comme  l'on  a 

dx  dy  dz 

l'équation  précédente  revient  à 

0  = 
f- .  r     /d'x  ^    ,  dPy  ^    ,   ^z.  \  ,    /dx  ^dx ,   dy  My   .    dz  idzVl 

j,^'^r{w'^'^^'^+d?v^^^^ 

c'est-à-dire^  en  (diangçant  dftM  le  dernier  ferme  l'ordre 
des  signes  ^  et  ^,  et  appliquant  le  procédé  de  l'inté- 
gration par  parties 

0=? 

Égalant  donc  séparément  à  zéro  les  coefficients  des  va*» 

riatioQs  dxj  ^,  ^z ,  dans  le   terme  aSecté  du  si^ne 

d'intégration,  oq  aura  en  premier  lieu  les  trois  équa-^ 

tions  indéfinies 

d'x       d /dx\ 

""de'^dsyi.} 


m 


à^y  _d(  dy\ 

5F"  aV  3»/ 
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qui  doivent  aubiisler  pour  nn  point  queloonqQe  Au  fit. 
Quant  aux  termes  placés  hors  du  signe  d'intégration , 
et  qui  appartiennent  aux  ejKtrémitéB  du  fil ,  ils  dispa- 
raissent d'eux-mêmes  si  ces  extrémités  sont  fixes  »  en 
sorte  que  les  tensions  >«  et  X«  des  éléments  extrêmes  peu^ 
vent  alors  avoir  des  valeurs  quelconques.  Si  les  extr4> 
mités  du  fil  sont  entièrement  libres ,  ces  termes  ne 
peuvent  disparaître  qu'autant  que  l'on  aura  \wtO  et 
>»  =  0 ,  ce  qui  indique  que  ces  tensions  doivent  alors 
avoir  des  valeurs  nulles.  Mais  si,  les  extrémités  du  fil 
étant  libres  >  il  y  a  des  forces  particulières  qui  y  soient 
appliquées ,  forces  dont  les  moments  virtuels  devront 
entrer  dans  l'équaliao  d'équilibre ,  il  est  visible  que  les 
tensions  do9t  il  «'afît  devnmt  être  respcotiv^»yient  égales 
et  opposées  à  la  £wree  appkqnée  à  l'ectpénité  eorres- 
pondante. 

266.  Nous  supposerons  que  la  première  extrémité  du 
fil  soit  fixe  et  placée  dans  Taxe  des  x ,  et  que  la  seconde 
extrémité ,  sans  être  (satièrement  fixe ,  soit  assujettie  à 
demeurer  dans  le  même  axe.  De  plus  nous  admettroné 
que  dans  le  rnowcrnent  du  fil ,  les  figures  qu'H  prend 
s'écartent  très-peu  de  l'axe  dans  lequel  se«  deux  extré- 
mitéitont  placées»  en  aorte  que  Ton  puisse  remplacer 
sans  erreur  swBibls  d$  par  dx.  L'équation  exprimant 
l'égalité  à  zéro  des  lemes  relatif  anx  extrémités  du  fil 
se  réduira  à 

et  l'on  ne  peut  y  satisfaire  qu'en  supposant  à»  =  0 ,  ou 
en  adDirttant  qu'une  oertaine  Ibrce  T ,  dirigée  dans  le 
sens  de  Taxe  des  x,  et  deat  le  momeirt  virtuel  soit  Tfoa» 
se  liou^Fe  applMpée  à  la  seconde  extrémité  du  fil.  Si  f  on 
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adopte  cette  deraière  hypothèse ,  l'équation  précédente 
devient 

et  se  trouvera  satisfaite  en  prenant  — >»=:T.  De  plus , 
par  suite  de  la  supposition  que  la  courbe  du  fil  s'écarte 
toujours  très-peu  de  la  ligne  droite ,  on  peut  admettre 
que  la  tension  X  cons^fvè  dans  toute  l'étendue  du  fil  une 
valeur  constante ,  égale  à  celle  de  la  force  T.  Les  équa- 
tions indéfinies  Se  réduiront  alors  à 


dt^  '       dt"        dx^        de 


La  première  indique  que,  par  suite  des  hypothèses  pré^ 
cédentest  les  points  du  fil  n'ont  pas  de  mouvement  sensi- 
ble dans  le  sens  de  l'axe  des  x*  Les  deux  dernières  donne- 
ront séparément  la  loi  des  mouvements  de  ces  points  dans 
le  sens  des  y  et  des  z,  (Voyez  les  n^  k^h  et  suivants 
des  Leçons  d'Analyse,)  On  voit  que  les  parties  d'un 
fil  peuvent  exécuter  à  la  fois  des  oscillations  très-petites 
dans  deux  directions  différentes^  et  que  ces  oscillations 
ont  lieu  respectivement  comme  si  elles  existaient  seules. 
Cette  proposition  s'applique  eu  général  aux  mouvements 
très-petits  d'un  système  quelconque  de  points  matériels, 
et  même  à  tous  les  effets  naturels  dont  les  lois  peuvent 
être  exprimées  par  des  équations  différentielles  li-^ 
néaires. 

XIX.  Choc  de  deux  corps  solides. 

267.  Considérons  deux  corps  sphériques  homogènes, 
ou  plus  généralement  deux  corps  homogènes  dont  la 
figure  est  celle  d'un  solide  de  révolution.  Admettons 
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t{ue  les  az€s  de  ces  deux  corps  étant  placés  dans  une 
même  ligne  droite  »  ils  se  meuvent  dans  le  sens  de  cette 
ligne  avec  des  vitesses  différentes.  Lorsque  les  deux 
corps  viendront  à  se  rencontrer ,  il  y  aura  choc ,  c'est-à- 
dire  que  les  corps  exerceront,  pendant  un  petit  inter- 
valle de  temps ,  un  effort  l'un  contre  l'autre ,  et  qu'en- 
suite, cet  effort  ayant  cessé ,  ils  continueront  à  se  mou- 
voir suivant  la  même  ligne,  avecdes  vitesses  différentes 
de  celles  qui  avaient  lieu  à  l'instant  où  le  choc  a  com- 
mencé. Il  s'agit  de  rechercher  les  circonstances  de  ce 
phénomène ,  et  principalement  de  déterminer,  d'après 
la  coBinaisaance  des  masses  respectives  des  corps  et  de 
leurs  vitesses  initiales ,  les  valeurs  des  vitesses  finales 
qui  ont  lieu  quand  le  choc  est  terminé.  ^ 

Il  est  nécessaire,  pour  se  former  des  idées  exactes  sur 
ce  sujet ,  d'avoir  égard  à  la  propriété  des  corps  solides 
désignée  sous  le  nom  d'élasticité ,  c'est-à-dire  à  la  fa- 
culté qu'ils  présentent  de  changer  un  peu  de  figure , 
lorsqu'un  effort  est  exercé   sur   une  partie  de    leur 
surface ,   de  résister  à   ce    changement ,   et    de    re- 
prendre d'eux*mêmes ,    complètement  ou  en  partie , 
quand  l'effort  a  cessé,  leur  figure  primitive.  Lorsque 
deux  corps  viennent  à  se  choquer,  ils  exercent  Tun 
contre  l'autre  un  effort  dont  Fintensité  varie  pendant 
la  durée  du  choc ,  et  par  l'effet  duquel  la  figure  de  leur 
surface  subit  près  du  point  de, contact  une  légère  alté- 
ration, que  nous  désignerons  par  le  nom  d! impression, 
I^a  profondeur  de  Pirapression  est  d'autant  plus  grancle 
que  l'effort  exercé  est  plus  grand ,  et  il  existe  en  géné- 
ral une  relation  entre  l'effort  exercé  et  la  profondeur^ 
de  l'impression  produite,  qui  dépend  de  la  figure  et 

17 
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de  la  cODstUuIjon  physiqve  du  G<Mr|i6.  Cela  posé,  on 
nommeFa 

m ,  m'  les  maâses  des  deus  corps  ; 

V^  V  les  ntttsses  des  benires  de  gmiilé  été  drav 
teoif  ë  à  finstast  où  le  choc  oommeoce  (œs  vi- 
tesses sont  supposées  dirigées  daas  le  mène 
sens  i  V  étant  plus  grande  qme  T'); 

M ,  1^  les  ritesftes  des  eeii^es  de  ginTité  tbs  deux 
mcpB  à  la  fin  du  temps  c»  compté  à  partir  du 
eétttmeikteemènt  du  cboc  i 

X ,  â/  Icjs  distances  des  points  où  sont  placés  les  cen- 
tres de  gravité  des  deni  eorps  à  la  fin  du 

m 

méteè  temps  j  comptées  li  partir  d'nn  point  fixe 
sur  la  dinéction  de  leur  monvement  ; 
I ,  i  les  profondeurs  été  impreisions  faites  dans  les 
deux  corps  au  même  instant ,  qui  sont  toigours 
des  qanntités  très-petites; 
N  la  Valeur  de  Tefiort  exercéàJafin  dn  tempst^ 
par  chacun  des  corps  contre  raulre. 

Comme  on  ne  suppose  pas  ici  qu'aucune  force  exté- 
rieure agisse  sur  les  corps  y  leurs  moùTements  ne  sont 
altérés  pendant  le  dioc  que  par  l'effet  de  leur  action 
mutuelle.  En  tenant  compté  de  dttie  aetiony  on  peut 
d'ailleurs  t  cônnne  on  Ta  remarqué  n*  SS5 ,  exprimer  les 
conditions  du  mouvement  de  cluiquefx>rps  de  la  inéme 
manière  que  sHl  était  M>re.  nous  arons  donc  id ,  en 
sirpposant  (ce  qui  est  permis) ,  la  maitoe  entière  dé  cha- 
que corps  concentrée  dans  son  centre  de  gravité,  4es 
deux  équations 
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ou  bifo 

dâf  dnf 

et  en  ajoutant  ceHes-ei  \ 

Cette  demièm  4onBfi  en  înlégranl . 

m^'4-  ^'^=  const,  ^ 

d>ii  il  suit  <|ue  Ifi  aonme  dM  ^uraiîtÀ  4fl  mourwtfiit 

des  deux  corps  conserre  une  valeur  comtmt^  pendant 
toute  la  dwée  du  eboc.  Ou  a  donc 

268.  D'autre  part ,  en  multipliant  respectiTetneut  les 
deux  pr^oiières  équations  par  dx  et  daf,  et  ajoutait» 
on  obtient 

ou  bien ,  parce  que  dx — dxf^sdi-i-dfy 

dx.d'x  dx,ét3d  . 

Gett^  démise  ^iiatiop  ^tapt  int^gr^  dqim^a 


m 


(îy^'  (^y =*-a/«(rfi+dï')+pow/., 


d'où  Ton  déduit,  en  déterminant  la  constante  par  la 
considération  qu'à  l'instant  où  le  choc  commence  la 
Taleur  de  Imtégrale  yN (£^'4-^'') ^t  nulle, 
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Le  premier  membre  représente  l'excès  de  la  somme  des 
forces  vives  des  deux  corps  au  bout  du  temps  t  sur  la 
somme  des  forces  vives  qui  avait  lieu  à  rinstantoù  le 
choc  a  commencé ,  c'est-à-<lire  la  force  vive  acquise  par 
le  système  des  deux  corps  au  bout  du  temps  t.  L'inté- 
grale du  second  membre  est  prise  depuis  le  commence- 
ment du  choc  y  où  Ton  a  i=0  et  i=i^ ,  jusqu'aux  valeurs 
de  let  a  qui  ont  lieu  à  la  fin  du  temps  t.  Elle  représente, 
à  proprement  parler  »  la  somme  des  quantités  d'action 
dues  à  l'effort  variable  que  les  corps  ont  exercé  l'un 
contre  l'autre. 

269.  Les  valeurs  de  ^  et  i/  déduites  des  équations  qui 
viennent  d'être  obtenues  dans  les  deux  numéros  précé- 
dents sont 


Ces  formules  feraient  connaître  les  vitesses  respectives 
des  deux  corps  qui  ont  lieu  au  bout  du  temps  t,  si  l'on 

pouvait  déterminer  la  valeur  de  l'intégrale  JH  {di-\rdi) 
qui  répond  à  une'  valeur  donnée  de  t.  Cette  détermina- 
tion exigerait  évidemment,  1^  que  l'on  eût  l'expression 
de  l'effort  N  en  fonction  de  i  pour  l'un  é^  corps ,  '  et 
de  i  pour  l'autre  ;  3^  que  l'on  connût  les  valeurs  de  i 
et  i  qui  répondent  à  une  valeur  donnée  de  e. 

S70.  On  remarquera  d'ailleurs  que  l'on  doit  concevoir 
en  général  la  durée  du  choc  partagée  en  deux  parties. 
Dans  la  première  partie  la  vitesse  m  est  >>  ^',  mais  l'excès 
de  la  première  vitesse  sur  la  seconde  détroit  pr<^essi- 


—  :i6i   — 

vement ,  et  elles  finisseiit  par  devenir  égales.  On  doit 
prendre  pendant  tout  cet  intervalle  les  signes  supé- 
rieurs dans  les  deux  formules  précédentes.  A  la  fin  de 
cette  première  partie  de  la  durée  du  choc ,  les  vitesses 
des  deux  corps  étant  é|^es ,  ils  n'exercent  aucune  pres- 
sion l'un  contre  Tautre,  et  les  impressions  sont  alors  le 
plus  grandes  qu'il  est  possible.  On  a  dans  cet  ins.tant, 
d'après  les  formules  précédentes 

<  « 

pour  la  vitesse  commune  des  deux  corps  ;  et  l'on  voit  de 

plus  que  la  valeur  numérique  totale  de  l'intégrale  qu^ 

représente  la  somme  des  quantités  d'action  dues  à  l'efibrt 

exercé  par  l'un  des  corps  contre  l'autre  est 

•  . 

m 

Dans  kl  seconde  partie  du  choc ,  la  profondeur  des 
impressions  diminue  par  la  tenda^ce  naturelle  des  corps 
à  revenir  à  leur  figure  primitive.  Une  nouvelle  force 
de  répulsion  s'établit  entre  eux ,  et  altère  leurs  mouve- 
ments:  la  vitesse  u  devient  alors  <C*^'j  ®^  l'on  doit 
prendre  les  signes  inférieurs  dans  les  formules  précé-r 
dentés.  I^e  choc  est  iini  lorsque ,  par  l'effet  de  la  diffé- 
rence des  mouvements  affectés  par  les  deux  corps ,  la 
distance  de  leurs  centres  de  gravité  a  augmenté  de 
la  quantité  dont  les  impressions  i  et  i'  o^t  diminué  à 
partir  du  moment  où  elles  avaient  atteint  leurs  plus 
grandes  valeurs. 

971.  Les  notions  précédentes  ne  suffisent  pas  en  gé- 
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nècèl  |M>ttr  ta  ïléteiMiiiàtiolKi  dt^  vitesses  finales  de  deux 
co^B  eAtfè  lesquels  un  ehôc  à  eu  Ueu.  H  eài  absolu- 
ment liéeessaiiré  dé  "pf endi^  eh  bbnsidâ^ation  pout*  cette 
àêtétùïmaiion ,  là  eonstittition  physique  de  ehaque 
corpà,  b'èlit-à-di:te  la  inature  dèd  fbtbes  intérieures  cpii 
lé  tôlïsiitlûtént  »  et  psif  lesquelles  il  résisté  aut  bhange- 
mêiiUi  dé^figure  tt  tend  à  reprendre  eomplétentent  ou 
en  partie  sa  figure  primitive,  quand  cette  figure  a  subi 
quelque  altération.  Cependant  il  existe  deux  cas  parti- 
culiers où  la  détermination  dont  il  s'agit  peut  être  ef- 
fectuée, et  qui  doivent  être  distingués,  parce  qu'ils 
présentent  des  limites  dont  là  cbnsidération  est  toujours 
utile  danft  les  applications. 

Le  premier  6às  est  celui  où  Ton  suppose  la  nature 
des  corps  telle ,  qUe  qUdhd  une  impression  y  a  été  for- 
mée, elle  se  conserve,  «ans  que  les  corps  tendent 
à  revenir  à  leUr  figura  pirimilive.  tl  est  visible  qu'alors 
le  cboc  est  fini  lorsque  les  impressions  ont  atteint 
leur  maximum  et  que  les  vitesses  des  centres  de  gravité 
dés  deux  corps  sont  devenues  égales.  La  formule 

exprime  donc  dans  ce  cas  la  vitesse  commune  avec 
laquelle  les  deux  corps  se  meuvent  après  le  cboc  »  sans 
se  séparer  et  sans  exercer  aucune  pression  Vun  contre 
l'autre.  Ce  résultat  convient  nux  corps  qae  Ton  regarde 
comme  entièrement  dépourvus  d'élasticité. 

372.  Le  second  cas  est  celui  où  l'on  supposerait  au 
contraire  les  corps  parfaitement  élastiques ,  c'est-à-dire 
tels  que  les  impr^sions  qui  y  ont  été  formées  tendent  c^ 
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oMiipItf temenC ,  el  que  les  mèsies  valeurs 
de  W  correepondeBt  toiqoort  aux  mêmes  vrieuts  de  i 
et  (,  peadant  quek  profondeyr  de  l'impression  est  crois- 
sante et  pendant  qu'elle  est  décroissante.  Si  les  corps 
pvdsentent  eette  propriété ,  et  si  de  {iiiis  il  «rrÎTe  qoe 
les  impressions  se  trottve&t  détruites  à  la  fin  du 
choc»  c'est-à-dire  lorsque  les  corps  se  séparent  et 
cessent  d'agir  l'un  sur  Tautre  (circonstance  qui  n'a  pas 
lieu  en  général ,  et  qui  dépend  du  rapport  existant  entre 
les  masses  des  deux  corps),  on  aura  évidemment  les 
valeurs  des  vitesses  finales ,  en  supposant  nulle ,  dans 
les  formules  du  n**  269»  l'intégrale  f{di'\-dt).  En 
effet ,  la  valeur  de  la  portion  de  cette  intégrale  corres- 
pondant i  la  première  partie  de  la  durée  du  choc ,  pen- 
dant laquelle  rimpre$siQn  est  croissante  »  sera  égale  et 
de  signe  jcoutraire  à  ^  valeur  de  la  portion  qui  corres- 
l>ond  à  la  deuxième  partie  de  la  durée  du  choc  pendant 
laquelle  l'impressioa  est  décroissante,  Compe  on  doit 
d'ailleurs  prendre  le  signe  inférieur  dans  les  formules 
du  n*  269 ,  les  expressiopis  des  vitesses  finales  seront 

_(m— »wr)V4-9>rtT^ 

On  peut  observer  que  ei  Jes  masses  des  corps  étaient 
•égales  entre  elles  ^ces  formules  donneraient  f^=:V',f/s:y  : 
ïeStet  du  choc  consisterait  alors  à  donner  à  chacun  des 
corps  la  vitesse  de  l'autre. 

S73.  Considérons  le  cas  du  n"*  S71 ,  c'est-à-dire  celui 
d'un  choc  entre  corps  non  élastiques.  La  force  vive  du 


~       264      — 

système  avant  le  choc  est  mV*4-m'V"  :  après  le  cboc  « 
cette  force  vire  est  mi/'-|-mV,  c'est-àrdire ,  en  employant 

la  valeur  commune  de  i^  et  i^  du  n  ate , — ; — ;  La 

dtfiérence  des  forces  vives  du  système  avant  et  après  le 
clioc ,  ou  la^rce  î^ii^e  perdue  par  U  effet  du  choc  est  donc 

nifn     __     __-  - 


expression  égale  au  clouble  des  quantités  d'action  pro- 
duites par  les  forces  intérieures  qui  ont  été  développées 
pendant  le  choc.  Or,  il  est  aisé  de  vériQer  que  réimpres- 
sion dont  il  s'agit  revient  à 

Ainsi ,  la  force  vive  perdue  par  Tefiet  d'un  choc  entre 
corps  non  élastiques  est  égale  à  la  force  vive  qui  serait 
due  aux  vitesses  perdues«respectivement  par  chaque 
corps  par  l'effet  du  choc.  Cette  proposition ,  qui  sera 
généralisée  dans  la  suite,  est  d'un  grand  usage  dans 
plusieurs  applications  importantes. 

274.  Considérons  maintenant  le  cas  du  n^  272 ,  c'est- 
à-dire  celui  d'un  choc  entre  corps  parfaitement  élas- 
tiques. En  mettant  les  valeurs  de  i^,  i/'  données  dans 
ce  numéro  dans  l'expression  my^-^-mW*^  on  trouve 

d'où  Ton  conclut  que  la  force  vive  du  système  reprend 
a  la  fin  du  choc  sa  valeur  initiale ,  circonstance  qui  doit 
effectivement  avoir  lieu,  parce  qu'ici  la  valeur  de  l'in- 
tégrale qui  représente  les  quantités  d'action  dues  aux, 
forces  mtérieures  développées  par  le  choc  est  nulle. 
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Ainsi  un  choc  entre  deux  corps  parfaitement  élastiques 
ne  donnerait  lieu  à  aucune  perte  de  force  vive  ;  mais  on 
ne  doit  pas  oublier  que  les  valeurs  des  vitesses  finales 
données  n^  272  ,  et  par  conséquent  le  résultat  précédent , 
ne  pourraient  être  admis  qu'autant  que  les  conditions 
énoncées  dansée  numérosetrottveraient  satisfaites.  Il  se- 
rait  donc  nécessaire,  non-seulement  que  les  corps  fussent 
parfaitement  élastiques,  mais  encore  que  Ton  fut  assuré 
qu'à  Vinstant  où  le  choc  se  termine,  ils  sont  entièrement 
revenus  à  leur  figure  naturelle ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 
que  dans  des  cas  très-particuliers. 

Memarque, 

275.  La  théorie  du  choc  des  ^^orps  est  présentée  sou- 
vent d'après  d'autres  notions*  On  considère  en  premier 
lieu  des  corps  parfaitement  durs ,  c'est-à-dire  dont  la 
figure  ne  peut  subir  aucun  changement  ;  d'où  résulte  la 
conséquence  qu'un  choc  doit  changer  instantanément  les 
vitesses  des  deux  corps ,  et  donner  à  ces  vitesses  une 
valeur  commune.  Soit  u  cette  vitesse  commune,  les 
quantités  de  mouvement  perdues  par  chacun  des  corps  j 
par  l'effet  du  choc,  seront  doncre8pectivementm(y — (^), 
m'(V' — v)»  Or,  d'après  ce  qu'on  a  vu  n*  244 ,  ces  quan- 
tités de  mouvement  doivent  faire  équilibre  aux  quan- 
tités de  mouvement  imprimées  par  les  forces  agissant 
sur  chaque  corps  pendant  le  choc ,  prises  en  sens  con- 
traires. Mais  ces  dernières  forces ,  qui  sont  égales  et  di- 
rigées en  sens  opposés  suivant  la  même  ligne  droite ,  se 
détruisent  réciproquement.  L'équilibre  dont  il  s'agit 
s'exprimera  donc  en  posant  simplement 
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d'oùi'oD  déduit 

niV+m'V 
i;-s_pi- — r» 

résultat  confoniie  à  cdni  olitenu  n»  973,  pour  le  eas  des 
corpa  cntièrament  dépourvus  d^élaaticité.  Ainai  llijpo* 
thèse  purement  mathématique  de  oorpa  parfaiteî&eiit 
dura  répond  véritablement  à  Tétat  des  eorps  (s'il  en 
existe)  qui  ne  réo^êéent  point  oontre  les  changements 
de  figure  »  et  qui  oonservent  sans  altération  lee  impres- 
sions qu'on  j  a  fori^ées. 

376.  On  copsidère  en  seoiMid  lieu  des  eoq>s  parfai- 
tement élastiques ,  en  regardant  l'élasticité  comme  une 
propriété  d'après  laquelle  un  corps  ayant  frappé  un 
plan  fixe»  sérail  repoussé  en  sens  eontraire  avnc  une 
vitesse  égale  à  celle  qu'A  avait  à  l'inalant  du  choc ,  ou , 
en  général,  reprendrait  en  eens  contraîrei  après  un 
choCf  une  vitesse  rdative  égale  4  cette  que  le  chpe  lui  a 
fait  perdre*  D'après  cela ,  les  ideux  oerps  ayant  perdu 
respectivement ,  par  Tefist  du  choc  y  les  viteaseï  Y — y, 
-**(i^ — ^V'),  kors  vitesses  doivent  prendjre  ^  à  la  fin  du 
choc  »  les  valeurs  respectives  w-^ÇV^^^^y) ,  i'-f-Cv— V')  ; 
ou  bien  Sm^— V^  %u»^Y'  ;  c'est-à-dire,  en  mettant  pour  u 
la  valeur  préeédente    . 

■■ ■■        ■    ■  '  II»  P^^   —    »        ^"  L-  -I     -  ■ 

expressions  conformes  à  celles  qui  ont  été  données 
n*  272. 

Les  considérations  qui  ont  été  présentées  dans  les 
n°'  267  et  suivants  semblent  plus  conformes  aux  effets 
palurels ,  et  plus  propres  à  donner  des  idées  justes  sur 
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la  nature  du  pfaénomèue  dont  il  s'a^t ,  en  mettant  en 
évidence  les  restrictions,  que  Ton  doit  apponrter  dans 
l'application  des  résultats  précédents. 

XX.    MOUTEMEHT  d'uIC   GOBPS  SOLIDE  ASSUJETTI   ▲   TOUaVER 

AUTOUR   D*Ua    AXE  FOfe. 

277.  Soit  un  corps  solide  considéré  ôomme  un  système 
de  points  matériels  liés  entre  eux  d'nne  madiàrc  invsa- 
riaÛe.  Supposcms  des  forces  quèloeeques  appliquées 
à  ces  points ,  et  admettons  que  le  seul  mouvement 
que  le  système  puisse  preèdre  amt  ua  mouvement 
de  rotation  autdur  d'uil  axe  fixe.  Nous  dési^pMrons 
par 

m  la  masse  de  l'un  quelconque  des  points  matériels; 

Xyjr,  z  les  trois  coordonnées  rectangulaires  du  lieu  où 
ce  point  se  trouve  situé  au  bout  du  temps  t; 

X ,  Y,  Z  les  trois  composantes  dans  le  sens  des  x,  des  j^ 
et  des  zde  la  force  appliquée  à  ce  point,  cette 
force  étant  donnée  en  unités  de  poids. 

Les  conditions  du  mouvement  du  système  consistent , 
conformément  à  ce  qui  a  été  dit  u®  257,  en  ce  que  les 
forces  perdues  à  un  instant  quelconque  doivent  se  faire 
équilibre  les  unes  aux  autres.  Les  forces  perdues  dans 
le  sens  des  x,  desj^etdes  z  sont  exprimées  pour  chacun 
des  points  matériels  par 

Elles  doivent  se  faire  équilibre  autour  de  l'axe  fixe,  que 
pous  supposerons  coïncider  avec  Taxe  des  x;  et  par  cop- 
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séquent  les  conditions  dont  il  s'agit  sont  exprimées  d'après 
le  n"*  64  par  la  seule  équation 


ou  bien 


S  désignant  toujours  la  somme  des  quantités  exprimées 
à  la  suite  de  ce  signe,  prise  pour  tous  les  corps  du  sys- 
tème. 

A  l'égard  des  forces  perdues  dirigées  dans  le  sens  des 
X,  c'est-à-dire  parallèlement  à  Taxe  fixe,  dont  la  somme 

est  S  I X — m  —  j ,  comme  on  suppose  ici  que  le  corps  so- 
lide ne  peut  pas  se  mouvoir  dans  le  sens  de  cet  axe,  on 
doit  les  regarder  comme  étant  détruites  par  la  résistance 
des  pointsd'appui.  Le  mouvement  du  corps  dépend  donc 
uniquement  des  forces  T,  Z  dirigées  dans  des  plans  per- 
pendiculaires àl'axefiie,  et  de  la  vitesse  de  rotation  ini- 
tiale autour  de  cet  axe. 

278.  Dans  l'équilibre  des  forces  perdues  qui  s'établit 
autour  de  l'axe  fixe,  cet  axe  supporte,  par  la  4estruction 
mutuelle  de  ces  forces,  des  efforts  dirigés  perpendiculaire- 
ment à  sa  direction ,  qui  consistent ,  conformément  au 
n"*  66,  1^  dans  un  effort  dirigé  parallèlement  à  Taxe  des 
y  dont  la  valeur  est 

s  (t_»S). 

et  dont  le  point  d  application  sur  l'axe  fixe  est  placé  à  une 
distance  de  l'origine  des  coordonnées  égale  à 


—  269  — 

2*  dans  un  effort  dirigé  parallèlement  à.l'axe  des  z  dont 
la  valeur  est 

et  dont  le  point  d'application  sur  l'axe  fixe  est  placé  à  une 
distance  de  l'origine  des  coordonnées  égale  à 


(--"S 


) 


279.  Les  expressions  précédentes  peuvent  être  mises 
sous  une  autre  forme.  Soit  1^  la  vitesse  angulaire  du 
mouvement  de  rotation  à  la  fin  du  temps  t,  c'est-à-dire 
la  vitesse  de  rotation  des  points  situés  à  l'unité  de  dis- 
tance de  l'axe  fixe;  et  r  la  distance  des  points  dont  les 
coordonnées  sontjr^  z  àce  même  axe  ;  on  aura 

djr  z  dz  Y 

dt  r  ^  di  r 

L'équation  du  n*  277,  qui  exprime  la  nature  du  mouve- 
ment ,  devient  donc 

-..S.wi'ssSCYz— a^r); 
du 

ou,  en  appelant  P  la  résultante  des  deux  forces  T  et  Z , 
et  p  la  distance  de  la  direction  de  cette  résultante  à  l'axe 
fixe» 
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±.S,mr^:r.S.9p',     d'où      ^  ^  i^. 

Cette  équation  exprime  comment  la  vitesse  angulaire 
varie  avec  le  temps.  Elle  est  analogue  k  l'équation 

y  «^  qui  convient  k  un  mouvement  rectiligne  »  u  dé- 
dt    fn 

signant  la  vitesse  absolue.  La  quantité  S.mr*,  c*est-à- 
dire  la  somme.dea  produits  des  masses  des  points  ma- 
tériek  par  les  quarrés  de  leur  distance  à  Taie  fixe,  dont 
la  considération  est  importante ,  a  été  nommée  d'après 
Euler  moment  JPinertie,  Le  moment  d'inertie  d'un 
corps,  pris  par  rapport  à  une  ligne  quelconque  donnée, 
offre  une  sorte  de  mesure  de  l'énergie  du  mouvement 
de  rotation  dont  ce  corps  serait  animé  s'il  tournait  au- 
tour de  cette  ligne  devenue  Un  axe  fixe.  Toutes  choses 
égales  d'ailleurs ,  l'effort  qu'il  faudrait  employer  pour 
imprimer  au  corps  un  tel  mouvement ,  on  pour  détruire 
ce  mouvement  ai  leoorps.en  était  animé,  serait  propor- 
tionnel à  son  moment  d'inertie. 

380.  En  appliquant  les  mêmes  transformations  aux 
formules  du  no  278,  on  trouvera  pour  les  vakurs  res- 
pectives des  efforts  exercés  sur  l'axe  fixe  dans  le  sens  des 
y  et  dans  le  sens  des  z, 

et  pour  les  distances  respectives  des  points  d'application 
de  ces  efforts  à  Torigine  des  coordonnées 

■■  ■  I  >       .,  .  ■  ■■■  ■■     I  ■»■■■■■  i>  ■  ■  I     I . .^ 
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381 .  Si  attcnne  force  ii*était  appliquée  au  système,  l'é- 
quation do  n«  879  se  réduirait  à 

^=0,       d'où       i.;=V, 

V  désignant  la  viteMe  angulaire  initiale.  Le  ciM*ps  au- 
rait un  mouyement  de  rotation  uniforme  autour  de  Taxe 
fixe.  D  n'y  aurait  alors  aucun  effort  exercé  sur  cet  axe 
par  l'effet  des  variations  du  mouvement.  Les  effort» 
qu'il  supporterait  se  réduiraient  aux  parties  S,my.  i'*, 
S.mz»  t^  qui  sont  uniquement  dues  à  l'effet  de  la 
force  centrifuge  provenant  du  mwvement  de  rotation 
du  corps. 

282.  Les  pressions  exen^ées  sur  Taxe  fixe  par  l'effet 
dé  la  force  centrifuge  dont  toutes  les  parties  matérielles 
du  système  sont  animées  peuvent  être  déterminées  di- 
rectement de  la  manière  suivante.  Pour  chacun  des 
points  matériels,  cette  force,  conformément  au  n"*  14-8, 

produit  l'effort  m  •*««*,  on  mui^r,  dirigé  dans  le  sens  du 
*  r 

rayon  r^et  équivalant  aux  efforts  mi/*/  dirigé  dans 

le  sens  des j^^  et  im^z  dirigé  dans  le  sens  des  z.  Ainsi, 

par  l'effet  de  la  force  centrifuge.  Taxe  fixe  est  sollicité 

respectivement  dans  le  sens  des  y  et  dans  le  sens  des  z 

par  les  forces 

M'.S.mj<      et     4<*.S,m2; 

et  les  poju:its  d'application  de  ces  forces  sur  ce  même  axe 
sont  situés  àdesdistance^  de  l'origine  des  coordonnées 
exprimées  respectiv^n;^  par 

S.mxr  ^jnxz 

et       -..^— ^. 


Lieé  efforts  dont  il  s'agit  tendent  à  déplacer  Vstxt  de 
rotation ,  et  cet  axe  se  déplacerait  effectivement  s'il  n  e-^ 
tait  pas  maintenu  dans  sa  position. 

283.  Examinons  dans  quels  cas  particuliers  les  forces 
centrifuges  des  parties  du  système  n'exerceraient  aucune 
action  sur  l'axe  fixe  de  rotation.  Il  serait  nécessaire  pour 
cela ,  1%  que  Ton  eut 

S.mj^=0      et      Sjnzs^O, 

afin  que  les  sommes  des  efforts  exercés  parallèlement 
aux  axes  desj^  et  des  z  fussent  nulles;  S^,  que  l'on  eût 

S.nucyssiO      et      S.mxzzzzO^ 

afin  que  les  moments  de  ces  efforts  fussent  également 
nuls.  La  première  condition  sera  toujours  satisfaite  si 
l'axe  fixe  passe  par  le  centre  de  gravité  du  corps.  Quant 
à  la  seconde  condition ,  on  verra  plus  loin  que  l'on  peut 
y  satisfaire  toujours  en  déterminant  convenablement 
la  direction  de  Paxe  fixe,  par  rapport  aux  parties  du 
système. 

Une  droite  passant  par  le  centre  de  gravité  d'un  corps 
solide,  à  l'égard  de  laquelle  les  conditions  S.mj?^^=0, 
S,mxz=0  subsisteaté  présente  donc  une  propriété  re* 
marquable  qui  consiste  en  ce  que  le  corps  étant  libre , 
et  aucune  force  extérieure  ne  lui  étant  appliquée ,  si  ce 
corps  a  commencé  à  tourner  autour  de  la  ligne  dont  il 
s'agit,  il  conservera  indéfiniment  le  même  mouvement 
de  rotation ,  sans  que  l'axe  subisse  aucun  déplacement. 
Cette  circonstance  s'exprime  en  disant  qu'une  telle  ligne 
est  un  axe  naturel  ou  un  axe  permanent  de  rotation. 


] 


384.  Lof8<{tté  Faite  fixe  ne  padse  point  au  centre  de 
gravité,  on  n'a  pas  S.m^=âO,  d.mztszOy  et  par  coin- 
sécpient  les  deux  efforts  exercés  sur  cet  axe  ne  peuvent 
être  nuls  ni  se  réduire  à  des  couples.  Mais  si  Ton  avait 

S,mxy        S.mjcz 
S,mjr  S,mz 

ces  deux  efforts  se  trouvant  appliqués  au  même  point 

de  l'axe  pourraient  être  composés  en  un  seul ,  et  en 

rendant  fixe  ce  point  d'application   l'effort  résultant 

serait  détruit.  Donc  la  condition  de  l'égalité  des  deux 

quantités 

S.mxy  S.mxA 

S,mx  S.mz  ' 

donne  à  un  axe  la  propriété  qu'il  suffit  de  rendre  fixe  un 
de  ses  points  pour  qu'il  devienne  un  axe  naturel  de  ro«* 
tation. 

On  démoi^tre  d'ailleurs  qu'on  peut  toujours  faire 
passer  par  un  point  quelconque ,  pris  dans  l'intérieur 
ou  à  l'extérieur  d'un  corps  solide ,  trois  droites  qui  se 
croisent  à  angles  droits,  telles  qu'en  les  prenant  res- 
pectivement pour  axes  des  a;,  des  y  et  des  s  ,on  a  les  troià 
relations 

S./iu^=±0,  S.m3cz=(ky  S,myz=à. 

Il  existe  donc  toujours  trois  axes  permanents  de  rota- 
tion perpendiculaires  entre  eux ,  passant  par  le  centre 
de  gravité  d'un  corps  solide  ;  et  il  existe  également  tou* 
jours,  pour  un  point  quelconque  de  ce  corps,  trois  droites 
qui  se  croisent  à  angles  droits,  et  qui  deviendront  des 
axes  permanents  de  rotation,  si  ce  point  est  rendu  fixe. 
La  considération  de  ces  lignes  est  essentielle  dans  la 
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théorie  da  mouvmmat  dm  corpi  »  on  let  a  nonuiiécs 
avec  Euler  axsspiwcipaux  de  roêatiQn ,  on  sîmplameat 
4iX0s  prin&pau»* 

Détermination  des  axes  principaux. 

386.  Considérons»  comme  ci-dessus,  un  système  de 
points  matériels  assujettis  entre  eux  d'une  manière 
invariable  et  formant  un  corps  solide;  désignons  par 
m  la  masse  de  Fun  quelconque  de  ces  points ,  et  par 
^fjf^t  *^  coordonnées  comptées  sur  trois  axes  rec- 
tangulaires. Soit  une  droite  quelconque  menée  par  Fori- 
gine  des  coordonnées,  et  formant  les  angles  a,€,7,  avec  les 
axes  des  x,  àeêjr  et  des  x.  La  distance  Aa  point  m  à  cette 
ligne  est  exprimée  par 

Par  conséquent ,  si  Ton  désigne  par  L  le  moment  d'iner- 
tie du  système  pris  relativement  à  la  droite  dont  il  s^agit, 
on  aura 

L=sS.m[j:'-|-J^*-|-2" — (j90O8.a-fj^<X>6.€4-2COi.7n  , 

ou,  si  l'on  veut  y 

L=S.in[a:^sio.'a-|-^>siD.*€-f-2*sin:*7 

— 24^cos«aco8.6<r-2j:2cos«acos.7— 5)^30os.€cos.7] , 
ou  bien  encore 

L=:S.m[Cr'+i:*)cos.'<i+(x^+z')cos.'e-f.(a:'+^*)cos.«7 
— âx^oos.acos.6 — ^Sxzcps. 0008.7 — S^zcos.€co8.7]. 

Enfin ,  en  posant 

Bs3S.Vfl(j^4«*)t  GessS.nu», 
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eette  dernière  expression  deviendra 

L=Aco8.*ût+lBcosi'6+Ccbs.*7 — 2Fcos.(3cos.7— 2Gcos.xco$.7 

— 2Hcos.acos.|3*.. ...•».    ip) 

Les  quantités  A,B|G,  reprjSsientent  r^rspectivemeat  les 
momesD^  d'inertifs  du  système  pris  par  rapport  aux  axes 
des  {K^  des  y  ^t  des  z^  La  formule  précédente  donne 
d'une  manière  générale  le  moment  d'inertie  d'ua  corps 
solide  pris  par  rapport  à  un  axe  quelconque  passant  par 
l'origine  des  coordonnées»  La  direction  des  axes  des 
coordonnées,  par  rapport  aux  parties  du  corps ,  est  en- 
tièrement arbitraire. 

Remarquons  d'ailleurs  que  si  Ton  désigne  par  a,byC, 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  Taxe  par  rap- 
port auquel  le  mome;it  d'inertie  L  est  pris^  l'équation 
précédente  pourra  s'écrire 

L(a"+  6'+0 = Aa»+B6*+Ciî'— âFfcc — 2(Jac — 2fta^ , 

et  se  réduire  à 

l=Aa'+W+Cc'— 2FÔCÎ— 2GûC— 2Ha6  , 

1 

en  prenant  k  «'+^*+<^'=  7^  •  Si  l'on  attribue  donc  à 

cet  axe  toutes  les  directions  possibles ,  et  si  Ton  porte  sur 
chacune,  à  partir  de  l'origine  des  coordonnées,  une  lon- 
gueur égale  à  l'unité  divisée  par  la  racine  carrée  du 
moment  d'inertie  <y)rrespondant ,  les  points  obtenus  de 
cette  manière  appartiendront*  à  on  ellipsoïde  représoaté 
par  l'équation  précédente. 

286.  Gela  posé»  proposons-nous  de  déterminer  Us 
direetions  de  la  li^jae  par  rapport  à  laquelle  doit  être 
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pris  le  moment  d'inertie  L ,  pour  que  ce  moment  d'iner- 
tie soit  un  maximum  ou  un  minimum  ;  ou  ,  ce  qui  re- 
vient au  même ,  de  déterminer  les  directions  des  axes 
rectan^laires  de  Tellipsoïde  dont  nous  venons  de  par^ 
1er.  On  connaîtra  ces  directions  par  ce  caractère  que  la 
valeur  de  L  ne  variera  pas  quand  on  fera  varier  infini* 
ment  peu  dans  l'équation  [p)  les  valeurs  des  angles 
a,^y7.  Si  Ton  met  donc  cette  équation  sous  la  forme 

L(co8.*a+cos.'6+cos.*7)=Acos.'a+Bcos.*6+Ccos.*7 

— 2Fcos.p  CO8.7 — 2Gcos.acos.7  —  SHcos.a  cos.^, 

et  si  on  la  différentie  successivement  par  rapport  à  «,€,79 

en  y  regardant  L  comme  constante  »  on  obtiendra  trois 

équations , 

(L — A)cos.a+Hcos.6+Gcos.7=0 , 

Hco8.a+(L — B}cos.6+Fcos.7=0, 

Gcos.«+Fcos.e+(L — C)cos.7  =0, 

auxquelles  doivent  satisfaire  les  valeurs  de  «,^,7  et  L  qui 
répondent  au  maximum  ou  au  minimum  de  cette  der- 
nière quantité.  On  en  déduit  en  premier  lieu  l'équation 
du  troisième  degré 

(L— A)(l^B)(L— C)— (L— A)P^(L-.B)G«— (L— C)ff 

+2FGH=0 iq) 

qui  donnera  la  valeur  de  L ,  et  dont  les  trois  racines 
seront  nécessairement  réelles  ;  puis 

COS.ee  COS.6  COS.7 


l/(L— B)(L— C)— F'      V^(L--A)(L— C)-€«     V/(L-.A){L-B)— H* 

i 

~  */(L— B)  (L— C)  — F"+(L— A)(L-.C)— G«+(L— A)  (L-B)— H*  ' 
pour  déterminer  la  valeur  des  angles  « ,  ^ ,  7  appartenant 


...(r) 
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aux  trois  lignes  qui  se  croisent  à  angles  droits ,  et  aux- 
quelles répondent  les  trois  valeurs  de  L  données  par 
l'équation  {q).  On  est  assuré  d'ailleurs ,  par  ce  qui  pré- 
cède ,  que  la  plus  grande  de  ces  trois  valeurs  sera  un 
maximum ,  la  plus  petite  un  minimum ,  et  que  la  valeur 
intermédiaire  ne  sera  ni  un  maximum ,  ni  un  minimum  ^ 
quoique  satisfaisant  à  la  condition  de  rendre  nulle  la 
diilérentielle  du  premier  ordre  de  la  fonction  L. 

Mais  OD  peut  concevoir  que  les  trois  lignes  doQt  il 
s'agit  coïncident  avec  les  axes  des  x ,  des  jr  et  des  z ,  et 
si  cette  circonstance  avait  lieu  ^  les  trgis  racines  de  Té- 
quatioo  {q)  seraient  alors  respectivement  égales  à  A,  B 
et  G  ;  ce  qui  ne  pourrait  arriver  qu'autant  que  l'on  aurait 
FssO,  G=0  ,  et  H=:0.  Donc,  si  les  trois  équations 

S.myz=sO,    S.mjcz=Oj    S./iijy^=:0, 

subsistent ,  on  en  conclura  que  les  axes  des  coordonnées 
coïncident  avec  les  directions  des  lignes  par  rapport 
auxquelles  le  moment  d'inertie  est  un  maximum  ou  un 
minimum  ;  et  comme  celte  coïncidence  est  toujours  pos- 
sible, il  s'ensuit  qu'on  peut  toujours  donner  aux  axes 
des  coordonnées  une  direction  telle  que  ces  trois  équa- 
tions soient  satisfaites. 

Nous  avons  d'ailleurs  nommé ,  dans  le  n*  â8& ,  axes 
principaux  y  trois  lignes  qui  se  croisent  à  angles  droits 
dans  un  point  quelconque  d'un  corps  solide ,  et  telles 
qu'étant  prises  pour  axes  des  coordonnées ,  les  trois  équa- 
tions précédentes  sont  satisfaites.  On  voit  donc ,  par  ce 
qui  précède ,  que  les  axes  principaux  ne  sont  autre  chose 
que  les  trois  axes  rectapgulaires  qui  ont  été  déterminés 
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ci-<kftsus ,  dont  les  dîrectiau8  sont  données  par  ks  équa-» 
lions  (q)  et  (r) ,  et  à  deux  desquels  répondent  le  plus 
grand  et  le  plus  petit  de  tous  les  moments  d'inertie 
relatifs  à  toutes  les  droites  qui  se  croisent  aa  point  pris 
pour  origine  des  coordonnées. 

Propriétés  des  axes  principaux  reUaives  aux  moments 

d^  inertie, 

S87.  Admettons  que  Ion  ait  pris  pour  axe  des  coor- 
données XjYjZ^  les  axes  principaux  du  corps  solide  que 
Ton  considère ,  qui  se  croisent  h,  l'origine  des  coordon- 
nées. On  aura  donc ,  dans  la  formule  (p)  do  n*  985 , 
P=0 ,  G=0 ,  H=0 ,  et  A  9  B ,  G  seront  les  trois  mo- 
ments d'inertie  du  corps  relatifs  à  ces  axes  principaux. 
La  formule  (p)se  réduira  alors  à 

L=:  Acos."a+Bco8.*6-^-Çco;^.»7  ; 

en  sorte  que  le  moment  d'inertie  relatif  à  une  droite 
quelconque  passant  par  lorigine  des  coordonnées  se 
trouve  exprimé  d'une  manière  fort  simple  au  moyen  des 
trois  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  principaux  qui 
se  croisent  à  cette  origine ,  et  des  angles  formés  avec 
ces  axes  par  la  droite  dont  il  s'agit.  Les  trois  axes  rectan* 
gulaires  de  l'ellipsoïde  dont  il  a  été  question  n""  285 ,  et 
dont  les  rayons  ont  des  longueurs  réciproques  aux  racines 
carrées  des  moments  d'inertie  relatifs  à  ces  rayons, 
coïncident  avec  les  axes  des  coordonnées.  L'équation  de 
la  surface  de  cet  ellipsoïde  se  réduit  à 

l=Aa'+BA»+(k?«. 

388.  Admettons  maintenant  qu'au  lieu  de  prendre  le 
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moment  d'inertie  par  rapport  à  une  «irpite  passant  par 
Torigine  dea  caordonnées,  on  t^eoiUe  le  prendre  par  rap- 
port à  tiiie  ^K^ite  pas0ant  par  |in  poîpt  dont  leaooordon* 
néeé  sont  x„  /.,  z,  s  on  devra  remplacer  alors  x^f^^^V^ 
x—x,y  y--fty  «— ^,»  dans  les  formules  du  n'^dSS,  de  aorte 
qu'en  désignant  toujours  par  « ,  «  ^  7  les  ailles  formés 
par  la  ligne  dont  il  s'agit  avec  les  axes  des  coordonnées  ^ 
le  moment  cherché  sera 


S.m 


^i{X^x;i(y'^,)cO».aCOS.^^^{X'-X,){Z-Z,)cÙ$.0itO&.y  l 

— âtr— J<.)  &— «Jcos.Scos.yJ 

Mais  si  Torigine  des  coordonnées  a: ,  7,  z  était  placée 
au  centre  de  gravité  du  corps ,  on  aurait  alors  S*mxs=ùj 
S-m^-sO ,  S.mz^sO;  et  en  vertu  de  ces  relations , 
réqpoation  précédente  deviendrait 

ac^sio .  •« +y sin  .•€ + z*sin .  7 
— âor^cos.  acos.^  — ^2a:2COS.acos.7 — Sjyzcos,  6COS.7 
-hr,*8in,*flH:;^,"6sin.*+5/sin.*7 
^ — ^2jpj^,oos.«ico8.6— 'ilr,«,cos.acos.7— S|)^,a,cos.€cos.7^ 

c'est-*à**dire 


La  première  partie  de  cette  formule  donne  la  valeur  du 
moment  d'inertie  du  corps  pris  par  rapport  à  un  axe 
mené  parallèlement  à  la  droite  proposée  par  l'origine  des 
coordonnées ,  origine  que  nous  supposons  placée  au  cen- 
tre de  gravité  de  ce  corps.  La  seconde  partie  donne  le 
produit  de  la  masse  entière  du  corps  par  le  carré  de  la 
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distance  de  la  ligne  proposée  à  Tori^oe  des  coordonnées.* 
On  conclut  donc  de  ce  résultat  que  y  connaissant  le  mo- 
ment d'inertie  pris  par  rapport  k  unedroi te  quelconque 
passant  par  le  centre  de  grayité  du  système ,  on  aura  le 
moment  d'inertie  pour  toute  autre  ligne  parallèle  à 
cell&rci,  en  ajoutant  au  premier  moment  le  produit  de  la 
masse  du  corps  par  le  carré  de  la  distance  des  deux 
droites. 

289.  D'après  la  formule  du  n"*  287  9  le  moment  d'inertie 
pris  par  rapport  à  une  ligne  quelconque  passant  par  le 
centre  de  gravité  est  exprimé  par 

AcoSf'a  +  Bcos,'ê-i^Ccos.*7 , 

A,  B,  C  représentant  les  moments  d'inertie  pris  par 
rapport  aux  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  en  ce 
point ,  et  a ,  6 ,  7  les  angles  formés  par  la  ligne  dont  il 
s'agit  avec  ces  axes.  Le  moment  d'inertie  pris  par  rap- 
port à  une  droite  quelconque  parallèle  à  celle-ci  sera 
donc ,  d'après  le  n*"  288  ,  exprimé  par 

Acos.'a+Bcos.*6+Ccos.'7-hMfiP, 

M  désignant  la  masse  totale  du  corps ,  et  J  la  distance 
de  ces  deux  droites  ;  en  sorte  que  connaissant  seulement 
les  valeurs  des  trois  moments  d'inertie  relatifs  aux  trois 
axes  qui  se  croisent  au  centre  de  gravité  d'un  corps ,  on 
détermine  facilement  le  moment  d'inertie  relatif  à  toute 
autre  ligne. 

290.  Si  dans  Texpression 

L=Aco8.*a+Bco8.'6+Ccos.7 
du  u*"  287,  on  suppose  A=B  ,  elle  se  réduit  à, 

L=FAjiin.'7+Gcos.*7  ; 
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J'où  l'on  conclut  que  les  moments  d'inertie  relatifs  à 
deux  des  axes  principaux  étant  égaux  entre  eux ,  les 
moments  d'inertie  pris  par  rapport  à  toutes  les  lignes 
formant  un  même  angle  avec  le  troisième  axe  sont  aussi 
égaux  entre  eux. 

291 .  Si  l'on  suppose  A=:B=G ,  la  même  expression 
se  réduit  à  L=A.  Ainsi  les  moments  d'inertie  relatifs 
aux  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  en  un  point 
quelconque  d'un  corps  étant  égaux  entre  eux ,  tous  les 
moments  d'inertie  relatifs  à  une  droite  quelconque  pas- 
sant par  le  même  point  sont  aussi  égaux  entre  eux.  Il  est 
aisé  d  e  reconnaître  d'ailleurs  que  si  les  moments  d'inertie 
sont  ainsi  égaux  pour  toutes  les  lignes  menées  par  un 
point  donné,  toutes  ces  lignes  seront  des  axes  principaux. 
En  effet  on  a  trouvé  n^  285  pour  l'expression  générale  du 
moment  d'inertie  pris  par  rapport  à  une  droite  quel- 
conque, 

Lss  S.m[Cr«4^-)cos,'a+  (a:*+«*)cos.*6+ (a:*+^")cos.*7 
— ^2jr^co8.acos.€ — âxzcos.acos.T — ^zcos.€cos.7]  ; 

et  comme  les  moments  d'inertie  relatifs  aux  trois  axes 
sont  égaux  à  A ,  on  a  ici 

L=  A — 2S./»  (;eycos.a  cos,6 +a:acos,aco67  -f-^zcos.Ccos.y  ). 

Or  cette  expression  doit  se  réduire  à  A,  quels  que  soient 
les  angles  a^€^y  ;  donc  on  doit  avoir  les  équations 

S.mjcjrssQ^  ^xz=Oj  Sm^zsC  ; 

qui  caractérisent  les  axes  princi  paux . 

292.  Examinons  quels  sont  les  points  de  Tespace 


à 
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pour  lesqueb  les  axes  prindpatLx  du  corps  scdide  qui 
appartieDuent  k  ces  points  ont  des  directions  parallèles 
entre  elles.  Les  coordonnées  x,jrfZ^  étant  comptées  sur 
trois  aies  rectangulaires  qudconques  passant  par  le 
centre  de  gravité  du  corps  solide,  désignons  par  x,,/,,x,, 
les  coordonnées  d'un  point  donné  m,  comptées  sur  les 
mêmes  axes. 
Les  trois  équations 


exprimeront  la  condition  que  les  trois  droites  parallèles 
aux  axes  des  ^,  des  y  et  des  z ,  qui  passent  par  le  point 
m,  soient  les  trois  axes  principaux  appartenant  à  ce 
point.  Or,  l'origine  des  coordonnées  x^y^z  étant  placée 
an  centre  de  gravité  du  corps,  on  a  S.map=0»  S.m/=0 , 
S.mz=0,  et  les  équations  précédentes  se  réduisent  à 

S./iia^+Mx.^;E=0,  S.injra+Mj:,«^0,  S.iiya+M^A=0, 

M  représentant  la  masse  entière  du  corps.  On  voit  qu'il 
est  en  général  impossible  de  satisfaire  k  ces  équations 
par  des  valeurs  difiérentes  de  x,,jr,fZ,y  A  ce  n'est  par 
les  valeurs  — x,, — /,, — z,.  D'où  l'on  conclut  qu'il  n'existe 
en  général  qu'un  seul  point  m  dont  les  trois  axes  prin- 
cipaux soient  parallèles  à  ceux  qui  appartiennent  au 
point  m,,  et  que  ce  point  m  est  situé  de  manière  que  la 
ligne  mm^  est  partagée  en  deux  parties  égales  par  le 
centre  de  gravité  du  corps  solide. 

393.  Admettons  que  l'àxe  des  z  cdVacide  avec  l'un 
des  axes  principaux  du  corps  qui  aj^rltennent  à  sctn 
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centre  de  gravité,  et  par  conséquent  que  le  plan  des 
xy  coïncide  avec  le  plan  qui  contient  les  deux  autres 
axes  principaux  appartenant  à  ce  centre.  Changeons 
les  coordonnées  x^y^z  en  d'autres  coordonnées  aj>^c 
comptées  sur  les  axes  principaux  dont  on  vient  de  par- 
ler, fin  nommant  0  l'angle  compris  entre  Taxe  des  a  et 
celui  des  x\  il  viendra 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  trois  équations 
précédentes,  et  observant  que  S.ma£=0,  S.mac=0, 
S.mj^c=0 ,  on  aura 


S.i7t(fr*— ^')tang.  204*M(V-^*a;)tang.â»4-NLz>.taO, 
M(a,cos,  0+6,sin,0}c^  0,      M(fr,cos.9-^-tf  ,$iD.9)c,:=0. 

Supposons  actuellement  que  le  point  m^,  dont  les  coor- 
données sont  a,,i,,c,,  soit  situé  dans  le  plan  des  ah.  Les 
deux  dernières  équations  seront  satisfaites,  à  cause  de 
c,=0,  et  la  première  restera  seule  pour  exprimer  la  re- 
lation qui  doit  subsister  entre  les  coordonnées  a^  et  &,, 
afin  que  les  trois  axes  principaux,  appartenant  aux 
points  déterminés  par  ces  coordonnées  aient  des  direc- 
tions parallèles  entre  elles.  H  est  clair  que  deux  de  ces 
axes  sont  situés  dans  le  plan  des  ah ,  l'un  d'entre  eux 
formant  l'angle  9  avec  Taxe  des  a.  Le  troisième  est  per- 
pendiculaire à  ce  plan ,  ou  parallèle  à  Taxe  principal 
appartenant  au  centre  de  gravité  du  corps  qui  coïncide 
avec  l'axe  des  c, 

L'équation  précédente  entre  a,  et  £,  appartient  à  une 
hyperbole  équilatère  ayant  pour  asymptotes  les  axes 
des  X  et  des  y  ;  et  l'on  a  : 
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:\/^=^-      V 


Sï 


pour  les  coordonnées  des  points  où  cette  courbe  coupe 
les  axes  des  a,  ou  des  £,.  L'une  de  ces  expressions  est 
toujours  réelle,  et  l'autre  toujours  imaginaire;  elles 
sont  indépendantes  de  l'angle  9. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que ,  G  (fig.  31)  étant  le 
centre  de  gravité  du  corps  solide,  et  Ga,  Cb  deux  des 
axes  principaux  appartenant  à  ce  centre.  le  moment 
d'inertie  relatif  à  l'axe  Ca  étant  supposé  plus  grand  que 
le  moment  d'inertie  relatif  à  l'axe  Cb  ;  si  l'on  a  dans  le 
plan  de  ces  deux  axes  un  point  quelconque  m ,  que  Ion 
détermine  les  deux  axes  principaux  mp,  mq  appartenant 
à  ce  point  qui  seront  contenus  dans  le  même  plan  ;  que 
l'on  mène  par  le  centre  G  les  droites  Gx,  C^  parallèles  à 
mp,m^, et  qu'enfin  Ton  construise  l'hyperbole  équilatère 
passant  par  le  point  m,  dont  ceslignes  sont  lesasymptotes, 
tous  les  points  situés  sur  cette  hyperbole  auront  leur  trois 
axes  principaux  parallèles  à  ceux  qui  appartiennent  au 
point  m.  De  plus,  toutes  les  hyperboles  ainsi  construites 
couperont  l'axe  Ca  eu  deux  points  HfU,  situés  à  une 

distance  du  centre  G ,  exprimée  par  X/     ^   ,  A  et  B 

désignant  les  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  Ca  et 
Cb.  Si  ces  deux  moments  d'inertie  étaient  égaux ,  l'hy- 
perbole équilatère  se  réduirait  au  système  de  deux 
lignes  droites  perpendiculaires  Tune  à  l'autre,  dont 
Tune  serait  tracée  du  point  m  au  centre  G,  et  qui  dé- 
termineraient les  directions  des  axes  principaux  appar-r 
teuaut  au  point  m. 
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294.  Admettons  maintenant  que  les  trois  axes  des  x^ 
des  y  et  des  z  du  n^  392  coïncident  avec  les  trois  axes 
principaux  appartenant  au  centre  de  gravité  du  corps, 
et  supposons  que  le  point  m  soit  pris  sur  l'un  de  ces 
ni^es.  On  aura  alors  S.mxjr=^i  S.mjrjz=sO,  S.m^js=0» 
et  deux  des  coordonnées  x^^y^^z^  seront  nulles.  Les  trois 
équations  posées  dans  ce  n^  pour  exprimer  la  con- 
dition que  les  axes  des  x,  des  y  et  des  z  soient  paral- 
lèles aux  axes  principaux ,  appartenant  au  point  m ,  se 
trouveront  donc  satisfaites.  D'où  l'on  conclut  que  pour 
tous  les  points  situés  sur  les  axes  principaux  qui  se 
croisent  au  centre  de  gravité  d'un  corps,  les  axes  prin- 
cipaux sont  parallèles  aux  premiers. 

295.  On  peut  demander  d'ailleurs  de  déterminer  les 
points  d'un  corps ,  s'il  en  existe,  pour  lesquels  toutes 
les  droites  qui  se  croisent  en  ces  points  soient  des  axes 
principaux  ^  et  pour  lesquels  ,  par  conséquent ,  les  mo- 
ments d'inertie  pris  par  rapport  à  ces  lignes  soient  égaux 
entre  eux.  Admettons  que  les  axes  des  coordonnées  x, 
y  y  z  coïncident  avec  les  axes  principaux  du  corps  qui  se 
croisent  en  son  centre  de  gravité  :  on  aura  les  conditions 

S.mx=0,      S.w^=0,      S.TOz  =  0, 
S,mxx=^0^    S.iwjrzssO,    S.to^z=0; 

et  de  plus  en  appelant  A ,  B,  G  les  trois  moments  d'inerti« 
pris  par  rapport  aux  axes  principaux  qui  se  croisent  au 
centre  de  gravité , 

A=S.iiiCr«+»') ,  B«S.TO(a:*+a*) ,    C=:S./»(a:*+^). 
Cela  posé  y  si  les  parallèles  menées  aux  axes  primitifs 
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{Mir  le  point  qui  «  pour  coordonnée»  x,  y,  z'  sont  des 
axes  principaux ,  on  aura 

Smcr^y)(»-^i^)=o. 

Ces  équations  se  réduieent  ^  en  tvrtu  de*  conditions  pré-^ 
cédentasyà 

Celles-ci  ne  peuvent  être  satisfaites  à  moins  que  deut- 
des  quantités  j/,  y  y  id  ne  soient  nulles;  d'où  Ton  eondut 
en  premier  lieu  que  les  points  chei^és,  s'ils  existent  ^ 
sont  situés  sur  Tun  des  axes  principaux  qui  se  croisent 
an  centre  de  gravité. 

Supposons  nulles  les  coordonnées  Y  et  ^«^  en  sorte 
que  les  points  cherchés  doivent  se  trouver  placés  sur 
l'axe  des  x.  En  désignant  par  Â',  B',  C  les  moments 
d'inertie  pris  par  rapport  à  trois  axes  passant  par  Tan 
de  ces  points  et  parallèles  aux  axes  principaux  qui  se 
croisent  au  centre  de  gravité,  on  aura  d'après  le  n*  SBO 

Et  puisque  les  trois  moments  d'inertie  A',  B',  C  doivent 
être  égaux  entre  eux  , 

A— B     A—G 

■^   M    ■"  .M  • 

L'existence  de  la  propriété  dont  il  s'agit  exige  donc 
1*  que  les  deux  moments  d'inertie  B  et  G  soient  égaux 
entre  eux ,  3^  que  Â  soit  plus  grand  que  B  et  G.  Ainsi 
les  points  tels  que  toutes  les  lignes  qui  s'y  croisent  sont 
des  axes  primâpaux  ^t  peuvent  subsister  à  q^oîm  que 
les  deux  plus  petits  moments  d'inertie  pris  par  rapport 
aux  axes  principaux  qui  se  croisent  au  centre  de  gravité 


du  corpB  ne  êoient  égaux  entre  eux  ;  et  si  cette  condi- 
tion a  lieu  y  il  existera  deux  de  ces  points  placés  sur  Taxe 
principal  par  rapport  auquel  est  pris  le  plus  grand  mo« 
ment  y  à  une  distance  du  centre  de  gravité  exprimée  par 

la  formule  :rs=:db\  /A    ^B. 

V      M 

Si  les  trois  moments  A  i  B,  C  étaient  égaux  entre 
eux)  lecentre  de  gravité  aérait  le  seul  point  du  o<vps 
pour  lequel  toute»  ks  lignes  qui  bj  erois^»t  pré- 
sentassent la  propriété  qui  ai^artîmt  aux  axes  prin* 
cîpaux. 

Éifaluation  des  moments  d^ inertie. 

396.  L'évaluation  du  moment  d'inertie  d'un  système 
de  points  matériels  formant  un  corps  solide,  ce  moment 
étant  pris  par  rapport  à  un  axe  quelconque,  est  ramenée 
dans  le  n»  289  à  la  détermination  des  valeurs  des  trois 
moments  d'inertie  pris  par  rapport  aux  axes  principaux 
qui  se  croisent  au  centre  de  gravité,  et  dont  Tun  des  trois 
est  nécessairement  le  plus  petit  des  moments  d'inertie 
qui  puissent  appartenir  au  corps^  Le  calcul  de  la  valeur 
d'un  moment  d'inertie ,  esxprimé  en.général  par  Smr^^ 
m  désignant  la  masse  d'un  des  points  matériels  du  sys- 
tème; et0kdi$iQnce  de  ce  point  k  l'axe  par  rapport  au- 
quel est  pris  le  moment ,  ne  présente  d'ailleurs  aucune 
difficulté.  S'il  s'agit ,  non  pas  d'un  assemblage  de  points 
matériels  placés  à  certaines  distances  les  uns  des  autres, 
mais  d*un  corps  continu,  la  somme  désignée  par  S  de- 
viendra une  intégrale  définie  qui  peut  prendre  diverses 
formes  suivant  le  système  de  coordonnées  que  Ton 
adopte.  En  conservant  les  coordonnées  rectangulaires, 
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et  désignant  par  f  la  valeur  de  la  masse  de  Tunité 
de  volume  de  la  matière  dtt  corps  qui  a  lieu  dans  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  x^  y^  z^  on  aura  évi* 
demment 


idx  \dy  \dz.f(x'+y^, 


pour  l'expression  générale  du  moment  d'inertie  pris  par 
rapport  à  Taxe  des  z.  Les  limites  des  intégrales  sontdé^ 
terminées  par  les  valeurs  des  coordonnées  qui  appartien- 
nent  à  la  surface  du  corps,  conformément  à  ce  qui  a  été 
dit  n""  76.  Nous  présenterons  quelques  exemples  des  cal«> 
culs  de  ce  genre. 

297.  Soit  un  pai'aUélipipècle  rectangle  homogène 
dont  le  centre  est  placé  à  Torigine  des  coordonnées,  et 
dont  les  arêtes  sont  parallèles  aux  axes.  En  désignant 
respectivement  par  a,  b,  c  les  demi-longueurs  des  arêtes 
dirigées  parallèlement  aux  a:,  aux /et  aux  z,  l'expression 
du  moment  d'inertie  pris  par  rapport  à  un  axe  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité  et  parallèle  à  l'arête  c 

sera 

ra       çb      rù  g 

ou  en  désignant  par  M  la  masse  entière  du  corps, 

Y  M(a'--6»). 

Si  le  moment  d'inertie  était  pris  par  rapport  à  une  des 
arêtes  c,  sa  valeur  serait 

-iM(a'+6«). 
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Il  est  ▼isible  d'ailleurs  que  les  trois  axes  menés  pa^ 
le  centre  parallèlement  aux  arêtes  sont  ici  les  axes 
principaux  ;  que  le  plus  grand  des  trois  moments 
d'inertie  relatifs  à  ces  axes  appartient  à  l'axe  parallèle 
à  la  plus  petite  arête  ;  et  que  le  plus  petit  des  trois  mo-< 
ments  d'inertie  dont  il  s'agit,  appartient  à  l'axe  parallèle 
à  la  plus  grande.  De  plus ,  si  c  est  la  plus  petite 
arête,  et  si  les  arêtes  a,  b  sont  égales  entre  elles,  l'axe 
des  jz  contient  deux  points  tels  que  toutes  les  droites  qui 
s'y  croisent  sont  des  axes  princi  paux.  Les  distances  de  ces 
points  à  l'origine  ont  pour  expression ,  conformément  à 

%  /T~7~7 

ce  qu'on  a  vu  n°  295,  x=  ^V/     jt'*' — O  • 

298.  Considérons  un  solide  de  révolution  dont  Taxe 
coïncide  avec  l'axe  des  ;:.  Le  moment  d'inertie  pris 
par  rapport  à  cet  axe  pourra  s'exprimer  par  l'intégrale 
double 

2n  I  ^  j?^  I  dz,p  ,       ou         âir  I  Jz  I  dx.fa^ , 

n  représentant  le  rapport  de  la  circonférence  an  dia- 
mètre. 

299.  Si  ce  solide  est  un  cdne  tronqué  décrit  par  le 
trapèze  ÂMNG  (/%.  32)  ,  on  aura  en  appelant  a  le 
rayon  AM  de  la  petite  base^  et  9  Tangle. au  centre , 

a7=:a-|-ztaDg.9       * 

pour  l'équation  de  l'arête  MN.  La  formule  précédente 
deviendra  donc^  p  étant  supposée  constante ,  et  la  hau- 
teur AG  du  cône  tronqué  étant  désignée  par  c, 

2jr.p|   dz\  dx.jri. 


•■'N'. 


19 
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c'e*t-à-dire 


H 


.  .     .               .A      ^      (a+cUng.O)*— a' 
£iz(a4.«Ung.0)*=  --  .p  ^—^ ^-i . 


Cette  expression  du  momieiit  d'inertie  d'un  cône  tron-^ 
que  pris  par  rapport  à  son  axe  donne  pour  un  cAne  en- 
tier, en  faisant  assO , 

La  mène  expression  devient ,  en  Ciisant  0=0 , 

pour  la  valeur  du  moment  d'inertie  d'un  cylindre  droit 
pris  par  rapport  à  son  axe,  a  étant  le  rayon  de  la  base , 
et  c  la  hauteur  de  ce  cylindre.  Le  moment  d'inertie  du 
même  cylindre ,  pris  par  rapport  à  une  arête ,  est 

800.  Si  le  solide  est  une  sphère  dont  le  rayon  est 
représenté  par  a ,  on  a 

et  r  ce  solide  étant  toujours  supposé  homogène ,  la  for- 
mule du  n*^  298  donne ,  pour  l'expression  du  moment 
d'inertie  pris  par  rapport  k  un  diamètre , 

2irp  I     dzl  ilz.x^  i 

ou  bien 

i  '^  r  «'«(«*-««•«•+«<)  =  Il  .fa'. 


Cette  formule  revient  à  f Ma%  M  déaignaïkt  la  nasse  de 
la  sphère.  Le  moment  d'inertie  pris  par  rapport  à  une 
ligne  tangente  à  la  surface  de  la  sptière  est 

—  .jîa ,      ou      -5  ^^  • 

301 .  CbercHons  enfin  l'expression  des  moments  d'iner- 
tie d*un  ellipsoïde  homogi^é  pris  par  rapport  aux  trois 
axes  db  ce  corps ,  ^ui  sont  éridemmènt  fes  axés  princi- 
paux passant  au  centre  de  gravité,  l^es  demi- 
diamètres  dirigés  dans  le  sens  des  x ,  des  y  et  des  £ 
étant  représentés  respectivement  par  a ,  6 ,  c ,  et  lori- 
gine  des  coordonnées  étant  placée  au  centre  »  l'équation 
de  la  surface  de  l'ellipsoïde  est 


d'où  l'on  déduit 


V 


Par  conséquent,  la  formule  dû  n''  2^6  donne  pour  l'ex» 
pression  du  moment  d'inertie  pris  par  rapport  à  l'axe 
des  z  y  en  eQèctuant  d'abord  l'iikt^gnitioa  par  rapport 

à  z , 

aj>:c  ^jui^  (x'+^')  y/  i-J--^, 

qui  peut  s'écrir<s  : 


+ 


'\/ 


Gousidërons  Tintégrale 


dont  les  limites  doivent  être  les  valeurs  de  j^  en  jr  don- 
nées par  l'équation  b*x*-{^y*=uib*  qui  appartient  à  l'in- 
tersection du  plan  des  xy  avec  la  surface  de  lellipsoïde, 

c'est-à-dire ^=±&y  | !-•  Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

1  r^by  i,^^^  cette  intégrale  pourra  s'écrire  : 

a* 

et  comme  la  quantité  1  dyl/P^^   équivaut    à    Taire 


d'un  demi-cercle  dont  le  rayon  est  r,  on  voit  que  la  va- 
leur de  l'intégrale  dont  il  s'agit  est 


2b 


=i<<-5> 


On  aura  donc ,  d'après  cela , 


•v/- 


et  en  effectuant  l'intégration  par  rapport  à  x  entre  les 
limites  — a  et  a ,  il  viendra  définitivement 


A/ 


On  aura  de  la  même  manière 
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ainsi  le  moment  d'inertie  cberché  est 

m 

4ir 
Comme  le  volume  de  l'ellipsoïde  est  •     abc ,  on  TOit 

*^  3 

d'après  les  résultats  précédents ,  qu'en  désignant  par  M 
la  masse  totale  de  ce  corps,  on  a  respectivement 

^M(*'+c').    Xm(««+c'),   -Luia'+b*), 

pour  les  trois  moments  d'inertie  pris  par  rapport  aux 
axes  dont  les  demi-longueurs  sont  a,  b  etc. 

Si  a  est  le  plus  grand  des  trois  demi-axes  ,  le  moment 
d'inertie  7M(i*-|-c')  est  le  plus  petit  des  trois  moments 
d'inertie  précédents  ,  et  par  conséquent  le  plus  petit  des 
moments  d'inertie  par  rapport  à  une  droite  quelconque. 
Si  c  est  le  plus  petit  des  demi-2|xes ,  le  moment  d'i- 
nertie ^M(a'-|-^*)  est  au  contraire  le  plus  grand  des 
trois  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  principaux 
qui  se  croisent  au  centre  du  corps,  et  par  conséquent 
le  plus  grand  des  trois  moments  d'inertie  relatifs  à 
toutes  les  lignes  qui  peuvent  être  menées  par  ce  cen* 
tre.  Si  les  demi-axes  a  et  b  sont  égaux  ,  en  sorte  que 
le  corps  soit  un  ellipsoïde  de  révolution ,  et  si  de  plus 
le  demi-axe  c  autour  duquel  la  surface  est  décrite 
est  plus  petit  que  a  et  b,  le  plus  grand  des  moments 
d'inertie  étant  alors  |Ma',  et  les  deux  atitres  moments 
d'inertie  étant  jM(a'+c*) ,  il  existe,  d'après  le  n'295, 
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deux  point  situés  sur  Paie  de  révolution  de  part  ^t  d'autre 

du  centre ,  à  la  distance  (/{(a* — <?)  de  ce  centre ,  tels 
que  toutes  les  droites  qui  peuvent  être  menées  par  ces 
points  sont  des  axes  principaux  *. 

Mouvement  d'un  corps  pesant  autour  d'un  axe  fixe 
horizontal.  Centre  doscillation. 

SOS.  Considérons  im  corps  solide  soumis  à  l'action  dç 
la  gravité ,  et  tournant  autour  d'un  aifc  horizontal  A 
{fig.  33)  supposé  fixe.  Soit  A6  la  trace  d'un  plan  ver* 
tical  passant  par  cet  axe ,  le  mouvement  du  corps  doit 
satisfaire  à  Téquation  différentielle 

dt  ~  S.iïir" 

domiée  n*  S79.  En  désignant  par  G  la  position  du  centre 
de  gravité  du  corps  au  bout  du  temps  f  »  par  d  langle 
!EiAG ,  par  c  la  distancfi  AG  y  et  par  M  U  masse  totale  di^ 
corps»  on  a 

di  ^ 

i/ss — --.  ^      S.P/i=rM^.eBin.d  , 

et  cet^e  équation  devient 

^ô        Vige    .    ^ 

En  multipUant  les  deux  membres  par  d^  et  intégrant 
on  trouve 

âll%c 


(d^\_  2Myc 


cos,0  ••\'Consi. 


'  Los  r^ultsU  préoédsnts,  et  nu  gr*nd  nombrs  d*antrei,  sont 
contODiu  dans  b  formule  de  M.  Dirichlet.  Voyez  let  Leçons 
iVJnalj-se^  p.  Si 7. 


Soit  e  lu  valeur  initiale  de  l'angle  e ,  et  V  la.  valeur  ini-* 
tiale  de  la  vilease  angulaire  :  on  aura 


(S=- 


+  |^(cos.G-co».é). 


Cette  équation  étant  résolue  par  rapport  à  dt  et  inté- 
grée fera  connaître  la  relation  entre  <  et  9 ,  et  par  con- 
séquent la  nature  du  mouvement  du  corps. 

303.  Si  Ton  considérait  le  mouvement  d'un  seul  point 
matériel  pesant^  placé  à  la  distance  R  de  Taxe  de  rota- 
tion ,  on  aurait  pour  Téquation  du  mouvement  de  ce 
point 

(^y=^+  ^(C08.«-C0$,©), 

comme  on  peut  le  conclure  du  n*  168.  On  voit  par  là 
qu'un  corps  solide  pesant  prend  autour  d'un  aie  fixe 
horizontal  le  même  mouvement  qu'affecterait  un  point 
matériel  assujetti  à  décrire  autour  de  cet  axe  un  cercle 
ayant  pour  rayon 

Soit  Mft*  le  moment  d'inertie  du  corps  pris  par  rap- 
port à  une  ligne  menée  par  son  centre  de  gravité  paral- 
rallèlement  à  l'axe  fixe  :  on  aura  d'après  le  n^  293 
S.mr^=M(c"+^;  et  par  conséquent  le  rayon  dont  il 
s'agit  a  pour  valeur 

c 

Un  corps  solide ,  d'une  figure  quelconque ,  oscillant, 
autour  d'un  axe  horizontal  est  nommé  pendule  composé, 
par  opposition  au  pendule  simple  formé  par  un  seul 
pmnt  matériel  suspendu  à  un  fil  sans  masse.  La  durée 
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(les  oscillation  du  pendale  simple  ast  égale  à  la  durée 
*  des  oscillations  du  pendule  composé ,  lorsque  la  longueur 

du  fil  est  égale  à    ■     ■     : 

'  30(^.  On  a  nommé  contre  d'oscillation  dans  un  corps 
qui  oscille  autour  d'un  axe  fixe  horizontal  un  point 
dans  lequel  on  pourrait  supposer  concentrée  la  masse 
entière  du  corps  sans  altérer  la  nature  et  la  durée  des 
oscillations.  Il  résulte  de  ce  qui  précède ,  que  tous  le$ 
points  situés  dans  un  plan  passant  par  Taxe  fixe  et  par 
le  centre  de  gravité ,  et  dont  la  distance  à  Taxe  fixe  est 

égale  à  ,  présentent  la  propriété  dont  il  s'agit. 

On  peut  remarquer  de  plus  que  la  relation  du  centre 
d'oscillation  au  centre  de  suspension  est  réciproque, 
en  sorte  que  le  centre  de  suspension  deviendrait  centre 
d'oscillation  si  le  centre  d^oscillation  devenait  centre  de 
suspension.  En  effet  la  distance  du  centre  de  gravité  au 

centre  de  suspension  étant c==  —  ,   la   formule 

c  c 

précédente  appliquée  au  cas  où  le  centre  d'oscillation 
deviendrait  centre  de  suspension,  donne 

c 

305.  Il  existe  d'ailleurs  dans  un  corps  solide  une  infi- 
,nité  de  droites  telles  qu'en  les  prenant  pour  axes  de  sus- 
pension, ce  corps  fera  toujours  autour  de  ces  lignes  des 
oscillations  dont  les  durées  sont  égales,  entre  elles.  Dé- 
signons par  ay^y7  les    angles  que  forme  avec  les  trois 
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axes  principaux  qui  se  croisent  au  centre  de  gravité  du 
corps  une  parallèle  à  Taxe  fixe  menée  par  ce  centre  de 
gravité ,  et  par  A,6>G  les  moments  d'inertie  pris  par 
rapport  à  ces  axes  principaux.  On  aura,  d'après  le 
n**  290 ,  M*'=Acos.'a+Bco8.*8+Cco8,*7  ;  et  par  conséquent 

Acos.'g+Bcos.*  6-f-  Ccos'.7+Mc' 

pour  la  longueur  du  pendule  simple ,  dont  les  oscilla- 
tions auraient  une  durée  égale  à  celles  du  corps  proposé. 
Or  on  peut  faire  varier  d'une  infinité  de  manières  les 
valeurs  des  quantités  «,€,7  et  c,  en  conservant  toujours 
la  même  valeur  à  l'expression  précédente. 

Soit  A  le  plus  petit  des  trois  moments  d'inertie 
A,6>C.  La  longueur  c  restant  constante  ,  la  plus  petite 
valeur  de  l'expression  précédente  sera 

A+Mc* 

et  le  minimum  de  cette  dernière  expression  répond  à 

c=\  /  — .  Ainsi  les  axes  de  suspension  autour  des- 
quels un  corps  solide  exécute  les  oscillations  dont 
la  durée  est  la  moindre  possible,  sont  parallèles  à 
celui  des  axes  principaux  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité auquel  répond  le  plus  petit  des  trois  moments 
d'inertie,  et  sont  distants  de  cet  axe  principal  de  la 

quantité  \/  rj,  A  désignant  ce  moment  d'inertie  mini- 
ipum.  La  longueur  du  pendule  simple  dont  les  oscilla- 
tions ont  cette  moindre  durée  est2\/  tt» 


i 
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Mouvement  JPun  corps  solide  autour  JPun  axe  fixe ^  pre-^ 
duitpar  une  impulsion.  Centre  de  percussion. 

306.  Coosiclérons,  comme  dans  les  n~  377  et  suivants, 
un  corps  solide  assujetti  à  tourner  autour 'd'un  axe  fixe 
que  nous  supposons  coïncider  avec  l'axe  des  x.  Le  mou- 
vemeot  de  ce  corps  sera  déterminé ,  comme  on  Ta  vu  y 
n®  279,  par  l'équation  difierentielle 

^  _  S.P/i 
di  ""  S.mr'  ' 

dans  laquelle  p  est  la  vitesse  angulaire  du  corps  à  la 
fin  du  temps  t,  S.Pp  la  somme  des  moments  des  iorces 
qui  sollicitent  le  corps,  cea  moments  étant  pris  par 
rapport  à  l'axe  fixe,  et  S.mr*  le  moment  d'inertie  du 
corps  par  rapport  au  même  axe.  Cette  équation  fera 
connaître,  par  l'intégration,  le  mouvement  du  j^orps, 
lorsque  la  position  et  la  vitesse  initiales  de  ce  corps  se- 
ront données. 

Nous  admettrons  maintenant  que  le  corps  •  étant  im- 
mobile ,  reçoit  instantanément  une  impulsion  qui  le 
met  en  mouvement.  Il  s'agit  de  déterminer  la  vitesse 
qu'il  prendra  par  l'effet  de  cette  impulsion ,  et  les  efforts 
que  devra  supporter  l'axe  fixe  à  l'instant  où  elle  est  don- 
née. 

Relativement  au  sens  que  l'on  doit  attacher  au  mot 
impulsion  ,  nous  remarquerons  qu'un  corps  solide 
étant  supposé  immobile ,  on  peut  concevoir  qu'un 
effort  très -grand  est  exercé  pendant  un  temps  fort 
petit  sur  un  point  de  la  surface  de  ce  corps.  Soit  F 
cet  effort  (  constant  ou  variable  avec  le  temps  }  évalué 
en    unités   de    poids,  et  t  la  durée   très -petite   du 
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temp«  pendant  lequel  il  est  exercé.  Si  Tefiort  F  était 
exercé  contre  un  point  matériel  dont  ta  masse  fût  m , 
et  qui  lui  cédât  librement ,  on  aurait ,  en  appe- 
lant u   la  vitesse  acquise   par  ce   point  à  la  fin   du 

du 
temps  t ,  m  *r=F  y  par  conséquent  mdu^Fdty  et ,  à  la 

fin  du    temps  t,   mtt=  |  Fdt.  On  voit  que  l'intégrale 


f 


Fdt  représente  la  quantité  de  mouv«nent  qui  peut 


être  produite  par  Faction  que  nous  considérons  ici ,  et 
qui  est  la  mesure  de  cette  action.  Nous  pouvons  poser 

pour  abréger  |   Fift=<t;    ^  désignera   la  quantité   de 

mouvement  imprimée,  dans  la  direction  de  l'effort  F^  par 
l'action  dont  il  s'agit,  et  s'exprimera  généralement  par 
le  produit  d'une  masse  par  une  yitesse.  Ces  notions  sont 
conformes  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n^  258. 

Ajoutons  d'ailleurs  qu'une  impulsion  est  souvent  pro- 
duite par  un  choc,  c'est-à-dire  par  un  corps  en  mouve- 
ment qui  viendrait  frapper  le  corps  que  Ton  considère. 
Il  est  évident  que  dans  ce  cas  une  certaine  quantité 
de  mouvement  est  imprimée  par  leffet  du  choc  à 
chaque  corps,  en  sens  opposés,  et  dans  la  direction 
de  la  norins^le  commune  aux  deux  surfaces  m^née 
par  le  point  de  contact.  Ainsi  l'ellet  d'un  choc  sur  un 
corps  peut  toujours  être  représenté  eq  admett^^it  qu'une 
quantité  de  mouvement  4»  est  imprimée  ,  dans  une  di- 
rection donnée,  en  un  certain  point  de  ce  corps. 
Mhîs  la  grandeur  de  I?  quantité  ^  ne  pourrait    être 
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connue  quau  moyen  d*une  solution  spéciale  de  la 
question,  semblable  à  celle  qui  a  été  donnée  dans  l'Ar- 
ticle XIX. 

flnfin  nous  observerons  que  si  le  corps  considéré 
a  été  frappé  par  un  autre  corps  ayant  une  masse 
m  et  une  vitesse  V,  et  si  après  le  choc  les  deux  corps 
demeurent  adhérents  et  ne  forment  qu'un  seul  sys- 
tème solide  ,  on  pourra  regarder  ce  système  comme 
ayant  reçu  une  impulsion  0=mV,  et  déterminer  en 
conséquence,  Comme  on  va  le  voir  tout  à  l'heure,  le 
mouvement  qui  aura  lieu  immédiatement  après  le 
choc.  L'impulsion  «  devra  être  censée  appliquée  au 
centre  de  gravité  du  second  corps,  et  dirigée  dans  le 
sens  du  mouvement  de  ce  centre  de  gravité. 

Cela  posé,  nous  représenterons  par 

^       la  quantité  de  mouvement  imprimée  par  la  force 
qui  produit  Fimpulsion; 
^,  1,  ç,  les  coordonnées  du  point  du  corps  où  celte  force 

est  appliquée  ; 
a,  6,  7,  les  angles  formées  par  sa  direction  avec  les  axes 
des  a:,  des^  et  des  z  ; 
'^      la  plus  courte  distance  de  la  direction  de  cette 
même  force  à  Taxe  des  x  avec  lequel  coïncide 
l'axe  fixe  autour  duquel  le  corps  est  assujetti  à  se 
mouvoir  ; 
V      la  vitesse  angulaire  avec  laquelle  le  corps  com* 
mence  à  tourner  autour  de  Taxe  fixe  par  l'effet 
de  l'impulsion. 

ËQ  se  rappelant  que  d'après  le  n°  258  la  quantité 
de  mouvement  prise  par  le  corps  doit  faire  équilibre 


r 

—  3oi  — 

aatour  de  Taxe  fixe  à  la  quantité  de  mouvement  qui 
lui  est  imprimée,  on  aura  comme  dans  les  i\**  277  et  279, 
l'équation 

y.S./i»r'=^  Kcos.€— DCOS.7)=«.<ar8iD.a , 

S.mr*  désignant  toujours  le  moment  d'inertie  du  corps 
solide  pria  par  rapport  à  Taxe  fixe.  Par  conséquent  la 
valeur  de  V  déduite  de  cette  équation,  c'est-à-dire 

_- <ï>Kcos.6 — DCOS.7)       *.«8in.a 

S.iîir'  S  mr^  ' 

donnera  la  vitesse  angulaire  initiale  qui  devra  être  at- 
tribuée au  corps  lorsqu'on  voudra  déterminer  le  mou- 
vement qu'il  prendra  après  l'impulsion. 

307.  Â  l'égard  des  efforts  exercés  sur  l'axe  fixe  à  l'in- 
stant où  l'impulsion  a  lieu,  efforts  dont  la  considération 
est  importante  dans  diverses  applications,  on  reconnaît 
également  d'après  les  n^  277  et  suivants  ;  1^  qu'un  effort 
exprimé  par  «  cos.  a  est  exercé  parallèlement  à  l'axe  fixe 
sur  les  points  d'appui  qui  s'opposent  au  glissement  du 
corps  dans  le  sens  de  cet  axe. 

2"*  Que  des  efforts  sont  exercés  perpendiculairement 
à  l'axe  fixe,  dans  le  sens  des  j^  dont  la  somme  a  pour 
valeur 

«cos.6 — V.S.mz , 

et  dont  la  somme  des  moments  pris  pai^  rapport  à  l'axe 
des  z  a  pour  valeur 

^.^co8.€ — V.S.wjcz. 
3*  Enfin  que  des  effort  sont  exercés  perpendiculaire- 


taent  à  Tnue  fixe,  dans  le  sens  des  «,  dont  là  aornine 
est 

et  dont  la  somme  des  moments  prisfMir  rapportai  axe  des 
z  a  pour  expression 

♦.ïcos.y+V^.mjt;;^. 

308.  D'après  cela ,  si  Ton  veut  que  la  somme  des  ef- 
forts exercés  sur  Taxe  fixe  soit  nulle,  il  faudra  d'abord 
poser  COS.  a=0,  afin  que  Tefiort  exercé  parallèlement  à 
cet  axe  soit  nul  ,  en  sorte  que  la  direction  de  Tim-* 
pulsion  doTifa  être  perpendiculaire  à  Taxe  fixe.  Cette 
première  équation  étant  satisfaite  ^  on  posera  ensuite 
les  équations 

d'où  l'on  déduit,  à  cause  de  cos«'6-f-cos.'7=l , 

C0S.7 S.mjr  S.wr*  S.Fiir" 

c"^'~"s:^' *"  ^~ \/^^^^j^-^  n^  ' 

en  désignant  comme  dans  le  n«  302  par  M  la  masse  en* 
tière  du  corps  et  par  c  la  distance  de  son  centre  défera- 
vite  à  Taxe  fixe.  Il  résulte  de  ces  dernières  équations 
le  que  la  direction  de  l'impulsion  devra  être  perpen- 
diculaire au  plan  mené  pat  Taxe  fixe  et  par  le  centre 
de  gravité  du  corps;  ^  que  la  distance  de  la  direction 
de  l'impulsion'  à  Taxe  fixe  devra  être  égale  au  moment 
d'inertie  du  corps  pris  par  rapport  ai  axe  fixe  divisé  par 
le  produit  de  sa  masse  par  la  distance  du  centre  de  gra-^ 
vite  de  ce  corps  à  Taxe  fixe. 

Mais  a  près  que  l'on  a  exprimé  que  la  somme  dès  efforts 
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exercés  sUr  1  axe  fixe  eftC  nulle,  il  n'en  résulte  pas  tiéces- 
sairenlent  que  cet  axe  ne  supporte  aucune  action ,  pùtte 
qu'il  serait  possible  que  les  efforts  dont  il  s'agit  formas- 
sent des  couples.  Si  Ton  veut  donc-  que  Taxe  fixe  ne  soit 
sollicité  à  l'instant  de  l'impulsion  ni  par  aucune  force  ni 
par  aucun  couple,  il  faudra  écrire  de  plus    / 

ou  en  mettant  pour  COS.  z  etcos.7  leurs  valeurs  déduites 
des  équations  précédentes, 

et  par  conséquent 

S.mxz        S.mxy 
S  mz  S»mjr  ' 

On  ne  peut  en  général  satisfaire  à  cette  double  équation 
sans  supposer  nulles  à  la  fois  les  quantités  S-may^  S.mxz 
et  l  ;  d'où  il  résulte  que  l'axe  fixe'  doit  être  un  des 
axes  principaux  du  corps  qui  se  croisent  au  point  où  cet 
axe  est  rencontré  par  le  plan  qui  contient  la  direction 
de  l'impulsion.  Cette  condition  réunie  aux  deux  précé- 
dentes établit  d'une  manière  complète  qu'il  n'existe  au- 
cun effort  exercé  sur  l'axe  fixe  à  l'instant  oùFimpulsion 
es  produite. 

309.  Les  géomètres  ont  appelé  Centre  de  percussion 
d'un  corps  tournant  autour  d'un  axe  fixe  un  point  tel , 
qu'une  force  appliquée  à  ce  point ,  en  sens  contraire 

de  son  mourement  »  détruirait  entièrement  le  mouve- 
ment du  corps  y  en  sorte  que  l'axe  fixe  ne  supporterait 


.é 
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aucun  effort  à  rinstant  de  oelte  destruction.  On  voit  f:i- 
ciiement  d'après  ce  qui  précède  que  le  centre  de  per* 
cussion  est  placé  dans  le  plan  qui  contient  Taie  fiie 

et  le  centre  de  jçravité  du  corps,  et  que  sa  distance  à 

S» 

l'axe  lixe  est  -^- —  .  Mais  pour  que  la  condition  énon* 

Me  * 

cée  puisse  être  satisfaite ,  il  faut  que  Taxe  fixe  soit  un 
axe  principal.  Si  cela  a  lieu ,  le  centre  de  percussion 
est  placé  sur  l'intersection  du  plan  des  deux  autres 
axes  principaux  avec  le  plan  qui  contient  cet  axe 
et  le  centre  de  gravité  du  corps.  On  reconnaît  d'ail- 
leurs, d'après  le  n"*  30(^,  que  la  distance  du  centre  de 
percussion  à  l'axe  fixe  est  égale  à  celle  du  centre  d'os  - 
cillation  à  ce  même  axe  :  mais  ces  deux  points ,  dont 
la  considération  se  rapporte  à  des  propriétés  méca- 
niques tout  à  fait  distinctes,  ne  doivent  pas  être  con- 
fondus. 

310.  Si  le  corps  peut  être  partagé  en  deux  parties 
égales  et  symétriques  par  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  fixe ,  cet  axe  sera  un  des  axes  principaux  appar- 
tenant au  point  oii  il  rencontre  ce  plan.  Le  même  plan 
contiendra  d'ailleurs  le  centre  de  gravité  du  corps.  Ainsi 
un  choc  exercé  contre  le  corps  ne  produira  alors  aucun 
effort  sur  l'axe  fixe ,  si  la  direction  de  l'impulsion  est 
contenue  dans  le  plan  dont  il  s'agit,  si  elle  est  perpen- 
diculaire à  la  ligne  menée  du  centre  de  gravité  à  l'axe 

S  mr^ 
fixe,  et  si  elle  rencontre  cette  li^neà  la  distance]-^ — 

^  ■  M<r 

de  l'axe  fixe. 

311.  Lorsqu'un  corps  solide  assujetti  à  tourner  au- 
tour d'un  axe  fixe ,  a  reçu  une  impulsion  en  vertu  de 
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laquelle  il  commencte  à  se  mouvoir  arec  la  .vitesse  au^ 
gulaire  Y  donnée  par  lequation  obtenue  dans  le  n*  306, 
le  mouvement  qu'il  prend  ensuite  est  déterminé,  comme 

on  Ta  rappelé  dans  ce  numéro,  par  l'équation  ^=  ^--A> 

qui  se  réduit  à  ^  =  0 ,  lorsque  le  corps  n'est  sollicité 

par  aucune  force ,  en  sorte  qu'il  conserve  alors  con- 
stamment la  vitesse  angulaire  Y  qui  lui  a  été  imprimée. 
Pendant  ce  mouvement  du  corps ,  l'axe  fixe  supporte 
d'autres  efforts,  dont  on  a  donné  les -valeurs  dans  le 
n"*  280 ,  pour  le  cas  où  le  corps  est  sollicité  par  des 
forces,  et  dans  le  n**  282 ,  pour  le  cas  où.  ces  efforts  sont 
produits  seulement  par  les  forces  centrifuges  dont  les 
parties  du  corps  sont  animées.  On  doit  distinguer  avec 
soin  ces  efforts  permanents  des  actions  instantanées 
dont  les  expressions  viennent  d'être  données  n*"  307,  et 
l'on  reconnaît  que  les  conditions  qui  rendraient  nuls 
les  efforts  dus  à  la  force  centrifuge  ne  peuvent  s'accor- 
der avec  celles  qui  rendraient  nuls  les  efforts  résultant 
d'un  choc  ;  et  qu  un  axe  fixe  ne  peut  pas  être  placé  de 
manière  à  satisfaire  en  même  temps  aux  conditions  dont 
il  s  agit. 

XXI.    Mouvement  d'un  corps  solide  entièrement    libre 

DANS   l'espace. 

312.  Un  corps  solide  étant  considéré  copime  un  as- 
semblage de  points  matériels  dont  les  positions  respec- 
tives sont  invariables ,  représentons  généralement  par 

m        la  masse  de  l'un  quelconque  des  points  ma- 
tériels ; 

20 
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X, I  y^^  2.,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du 

corps  à  la  fin  du  temps  i ,  comptées  sur 
trois  axes  rectangulaires  fixes  ; 

X,    Y^    ^>    '^^  coordonnées  du  point  matériel  à  la  fin 

du  temps  f ,  comptées  à  partir  de  ce  centre 
de  gravité  sur  trois  axes  rectangulaires 
respectivement  parallèles  aux  trois  axes 
précédents  ; 

X,  ¥,    Z,    les  valeurs  ,*  exprimées  en  unités  depoids, 

des  forces  appliquées  respectivement  au 
point  m  dans  le  sens  des  aliL-es,  des  x  ^ 
des  Y  et  des  z. 

Les  coordonnées  des  points  matériels  du  système 
comptées  à  partir  de  l'origine  fixe  des  J:,,j^, ,  z,  étant  à 
la  fin  du  temps  t,  x^^x^  Y^-^T»  ^,  +  -2»  les  forces 
perdues,  par  ces  points  matériels  dans  le  sens  de  chacun 
des  axes  sont 

X-m ^-^— ,  Y-m—^r— ,  Z-m       ^.      . 

Or  le  mouvement  du  corps  étant  assujetti  à  la  condilion 
que  ces  forces  perdues  doivent  se  faire  continuellement 
équilibre ,  nous  aurons  ici,  en  appliquant  les  résultats 
du  h^'S^  relatifs  aux  conditions  de  l'équilibre  des  forces 
appliquées  à  un  corps  solide  entièrement  libre  ^  les  six 
équations  suivantes  : 
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D'après  i^s*  prot>f iétés  du  cMtre  de  grAvité  >  on  a 

ce  qui  réduit  les  trois  premières  équations  (en  remar- 
quant d'ailleurs  que  x,>  y,,  z,  doivent  être  regardées 
comme  des  quantités  constantes  relativement  aux  divers 
points  matériels  du  système) ,  à 

M— :=S.X, 

M^;=S.Y,) (1) 

dû 

M  désignant  la  masse  entière  du  corps.  Qnantanx  trois 
dernières  équations  ,  «n  effaçant  les  ijuantités  qui  sont 
nulles  en  vertu  des  précédentes  ,'%lles  deviaMient  res- 
pectivement 

/    d?z         d'x\ 
S.m{^x-j^-z-^\=S{Zx-Xz),) (2) 

m 

Les  premier  membres  des  équations  (1)  pe  contiennent 
que  les  coordonnées  x, ,  /, ,  z,  du  centre  de  gravité  du 


y 
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corps.  Ces  équations  dounent  la  loi  du  mouvement  de 
ce  point ,  et  en  les  comparant  aux  équations  du  n*  lil, 
ou  reconnaît  éridemment  que  le  centre  de  gravité  du 
corps  se  ment  dans  l'espace  comme  il  le  ferait  si  toute 
la  masse  de  ce  corps  y  était  concentrée ,  et  si  toutes  les 
forces  y  étaient  appliquées  chacune  suivant  sa  direction. 
Généralettient  les  expressions  des  forces  X.T,  Z  contien- 
nent les  coordonnées  jr,+  x ,  jr^-^y ,  ^A-^  ^^  diOerents 
points  matériels ,  en  sorte  que  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  dépend  des  mouvements  des  parties  du  corps 
par  rapport  à  ce  centre.  Mais  lorsque  les  valeurs  des 
forces  X ,  T,  Z  sont  indépendantes  des  coordonnées  x» 
)r,  X,  ou  peuvent  en  être  supposées  indépendantes  sans 
erreur  sensible  (comme  cela  aurait  lieu  pour  les  corps 
soumis  à  Taction  de  la  pesanteur) ,  les  équations  (1) 
détermineront  entièrement  le  mouvement  du  centre  de 
gravité. 

Les  premiers  membres  des  équations  (3)  ne  contien- 
nent que  les  coordonnées  relatives  x^  y,  z  qui  appar^ 
tiennent  aux  divers  points  du  corps ,  et  qui  sont  comp- 
tées du  centre  de  gravité  :  ces  équations  expriment  les 
conditions  des  mouvements  des  parties  du  corps  autour 
de    ce   centre.     Elles   indiquent    que  si    l'on  consi- 
dère seulement  les  mouvements  du  corps  relativement 
au  centre  de  gravité ,  les  forces  perdues  se  font  équi- 
libre aulour  de  ce  centre ,  comme  cela  aurait  lieu  s'il 
était  maintenu  dans  une  position  fixe.  Si  les  expres- 
sions des  forces   X»  T,  Z  sont  indépendantes  de  la 
position  du  centre  de  gravité ,  ou  si  ces  forces  dispa- 
raissent dansjes  équations  dont  il  s'agit,  on  en  déduira 
la  connaissance   des  mouvements  du  corps  autour  de 
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ce  centre  d'une  manière  tout  à  fait  indépendante  du 
mouvement  absolu  de  ce  point  dans  l'espace. 

313.  Si  les  points  du  corps  solide  ne  sont  sollicités 
par  aucune  force ,  les  équations  (1)  se  réduisent  à 

Elles  indiquent ,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  n*  lia, 
que  le  centre  de  gravité  de  ce  corps  se  meut  alors  en  ligne 
avec  une  vitesse  constante.  Le  mouvement  du  centre  de 
gravité  ne  subit  aucune  altération,  quoique  les  parties 
du  corps  puissent  tourner  autour  de  ce  centre  par 
l'effet  de  la  première  impulsion  qui  lui  a  été  donnée. 

31i.  Si  les  points  du  corps  solide  ne  sont  sollicités 
par  aucune  force ,  ou  si  la  résultante  des  forces  qui  les 
sollicitent  passe  constamment  par  le  centre  de  gravité 
(ce  qui  a  lieu  pour  les  corps  pesants) ,  les  équations  (2) 
se  réduisent  à 

/    d^z         drx\ 


Elles,  peuvent  s'écrire  : 

d  /   dx  dY\      ^ 

dl\  dt  di/ 

d  /    d%  dx\ 

dt\    dt  ■^  dt/ 
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on  aura  donc ,  en  intés^rant 

•         /    dx         dy\ 

en  désigaant  pasv,  ^y  \  Iroii  cooBtaaie». 

ihc  dy  d% 
Remarquons  que  m^t  ^'jiy  ^"f  ^^^  les  composan- 
tes parallèles  aux  aves  des  quantités  de  mouTcment  rda- 
tives  au  centre  4e  gravité  dont  chaque  partie  viat|6nelle 
du  cQrpe  est  animée  à  la  fin  du  temps  t.  Si  Vm  W^ 
cevait  toutes  ces  parties  matérielles  sollicitée»  p^ir 
des  foroes  représentées  par  ces  quantités  de  wou- 
yement,  et  si  Ton  voulait  composer  ces  foroes  confor- 
mément à  ce  qu'on  *a  vu  dans  lartide  IV,  on  trouverait 
les  premiers  membres  des  équations  précédentes  pour 
lexpression  deç  couples  situés  dans  les  plans  des  xf , 
des  xz\  et  des  j^z,  couples  qui  mesurent  l'action  des 
forces  dont  il  s'agit ,  pour  i^ire  tourner  le  corps  so- 
lide autour  des  axes  des  'z ,  des  y  et  des  x.  Ces  équa- 
tibns  indiquent  donc  que  les  mom^^ts  de  ces  couples 
conservent  des  valeurs  constaiites.  I^e  moment  du  couple 
résultant,  dont  nous  représenterons  la  valeur  par  :^ ,  en 
posant 

conserve  donc  également  une  valear  c^ynstante ,  aussi 
bien  que  les  angles  formés  par  Taxe  de  ce  couple  avec 


L 


-Su- 
ies axes  des  x,  des  y  et  des  ^,  doot  Ica  coaipus  sont 
reapectivemeni 


A  U  V 

7'  "T  '  7 


315.  Quel  que  soit  le  mouvement  d'un  corps  relative- 
ment à  son  centre  de  gravité,  on  reconnaît ,  d'après  ce 
qu'on  a  vu  n*  2^9 ,  que  le  déplacement  qui  a  lieu  dans 
chaque  intervalle  de  temps  infl aiment  petit  dt^  par  l'effet 
de  ce  mouvement  relatif,  peut  toujours  être  regardé 
comme  dû  à  la  rotation  du  corps  autour  d'une  certaine 
ligne  passant  par  le  centre  de  gravité.  La  position  de  cette 
ligne  change  en  général  avec  le  temps ,  et  on  la  nomme , 
par  cette  raison,  axe  instantané  </e  rotation,  ou  sim- 
plement axe  instantané.  L'axe  instantané  de  rotation 
tourne  lui-même  autour  du  cenbe  de  gravité,  et  prend 
diverses  inclinaisons  par  rapport  aux  plans  fixes  des 
coordonnées, 

Pour  nous  former  une  idée  plus  précise  du  mouvement 
du  corps  autour  de  son  centre  de  gravité ,  supposons 
qu'à  un  certain  instant  l'axe  instantané  de  rotation  coïn- 
cide avec  l'axe  des  x,  et  que  le  corps  tourne  autour  de  cet 
axe  avec  la  vitesse  angulaire  %f.  Soit  tn  (fig.  3i)  l'un  quel- 
conque des  points  matériels  du  corps  solide,  mq  ,  mp  et 
mn  sont  les  trois  coordonnées  x ,  ^ ,  js  de  ce  point ,  et 
ma  sa  distance  r  à  l'axe  des  x.  Il  se  meut  avec  la  vitesse 
%^r  suivant  un  arc  décrit  du  point  a ,  avec  le  rayon  nM 
ou  r,  dans  le  plan  nmp  perpendiculaire  à  l'axe  des  x. 
Gela  posé ,  considérons  la  quantité  de  mouvement  mur 
dont  le  point  matériel  est  animé ,  qui  est  dirigée  suivant 
l'arc  dont  on  vient  de  parler ,  et  proposons-nous  de  com- 
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poser  toutes  les  quantités  de  mouyement  aualo^fues  qui 
appartiennent  aux  divers  points  du  corps.  En  opérant 
conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  l'artide  IV ,  nous 
décomposerons  d'abord  ces  quantités  de  mouvement  en 
d'autres  dirigées  suivant  les  Axes  des  coordonnées  ;  et 
comme  la  quantité  de  mouvement  mi/r  donne  zéro  pour 

sa  composante  diri(^e  dans  le  sens  des  x ,  rni^r.-  ou  rm/s 

pour  sa  composante  dans  le  sens   desj^,   et  — nwr.^ 

r 

OU  — niifz  pour  sa  composante  dans  le  sens  des  z ,  le 

résultat  de  la  composition  dont  il  s'agit  donnera  en 

premier  lieu 

pour  les  trois  résultantes  partielles  appliquées  àTorigine 
des  coordonnées  dans  le  sens  des  trois  axes.  Ces  résul- 
tantes sont  nulles  toutes  les  trois ,  puisque  cette  origine 
est  ici  placée  dans  le  centre  de  gravité  du  corps.  On 
aura  en  second  lieu 

pour  les  moments  des  trois  couples  agissant  dans  les 
plans  des  xj^  des  xz  et  des j^z ,  ou  dont  les  axes  sont 
respectivement  les  axes  des  z ,  des  y  et  des  x.  On  voit 
que  les  deux  premiers  de  ces  couples  seraient  nuls  dans 
le  cas  particulier  où  l'axe  instantané  de  rotation  coïnci- 
derait avec  un  des  axes  principaux  du  corps  appartenant 
à  son  centre  de  gravité. 

En  composant  ces  deux  premiers  couples  dont  oz  el 
oy  sont  les  axes ,  on  trouvera  un  couple  résultant  dont 
l'axe  sera  une  certaiue  ligne  oF  tracée  dans  le  plan  des 


» 
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jz ,  et  formant  avec  Taze  dea^  an  angle  Foy  dont  la  tan- 
gente trigonométrique  est 

S,mjpy 
S.ntxz' 

En  composant  ensuite  ce  couple  résultant  avec  le  troi- 
sième couple  dont  le  moment  est  i^.Sm(^'-|-x'),  ou 
i^.Smr*,  et  dont  ox  est  Taxe,  on  trouvera  le  couple 
résultant  total,  dont  Vaxe  sera  une  droite  oG  diri- 
gée dans  le  plan  des  lignes  oE  et  ox.  Ce  couple  ré- 
sùtant  total  n'est  autre  chose  que  celui  dont  nous  avons 
désigné ,  dans  le  n*  précédent ,  le  moment  par  z ,  et  dont 
la  grandeur  et  la  direction  demeurent  nécessairement 
constantes  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  du 
corps. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  Ton  représente 
par  6  l'angle  compris  à  Un  instant  donné  entre  l'axe  oG 
du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement  dont 
les  parties  du  corps  sont  animées  et  Taxe  instantané  de 
rotation  ox  ^  i^  l'on  aura 

pour  le  moment  du  coiiple  composant  dont  Taxe  coïn- 
cide avec  l'axe  instantané  de  rotation;  moment  qui  est 
égal ,  comme  on  le  voit ,  au  produit  de  la  vitesse  angu- 
laire par  le  moment  d'inertie  du  corps  pris  par  rapport 
à  cet  axe  instantané. 

■ 

S^roiraura 

■ 

i\siD.9=  j/V^(S,mxz)'+  {S,mxy)\ 

pour  le  moment  du  iSou{Je  composant  dont  l'axe  oF  est 
dirigé  perpendiculairement  à  l'axe  instantfiné  ox,  et 
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dan»  le  plan  passant  par  cet  axe  et*  par  Taxe  oG  du 
couplie  résultant. 

316.  Considérons  maintenapt  les  forces  centrifuges 
dont  sont  animées  les  parties  du  corps,  et  qui  tendent 
en  général ,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  les 
n*^  282  et  suivants ,  à  déplacer  Taxe  instantané  de  rota- 
tion. La  force  centrifuge  mvV  agissant  sur  le  point  m 
est  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  am ,  et  Ton 
verra ,  comme  dans  le  n^  282 ,  qu'elle  donne  dans  le  sens 
de  l'axe  des  x  une  composante  nulle ,  dans  le  sens  de 

l'axe  des  j"  la  composante  mt^V.  -  ou  m^y^  et  dans  le 

sffps  de  l'axe  des  z  la  composante  mi^V.  -  ou  my^z.  En 

composant  toutes  les  forces  centrifuges  appartenant 
aux  diyers  points  matériels  »  nons  aurons  d'akord 

pour  les  trois  résultantes  partielles  appliquées  à  l'origine 
des  coordonnées  dans  le  sens  des  trois  axes ,  résultantes 
dont  les  valeurs  sont  nulles.  Nous  trouverons  ensuite 

• 
pour  les  moments  des  trois  couples  dont  les  axes  sont 
respectivement  les  axes  des.  z,  desj^  et  des  x. 

En  composant  les  deux  premiers .  couples ,  on  aura 
donc  le  coi^ple  résultant  total  provenant  des  forces  cen- 
trifuges ,  et  l'on  trouvera  pour  Taxe  de  ce  couple  une 
certaine  ligne  oH  dirigée  dans  le  plan  des)r^,  et  for- 
mant avec  Taxe  des  /  uu  cingle  l^oy  dont  la  tangente 
trigOQométrique  est 

,mxy 
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d'où  ToD  conclut,  en  rapprochant  ce  résultat  de  ce  que 
l'on  vient  de  voir  dans  le  numéro  précédent ,  1*  que  le 
couple  résultant  donné  par  les  forcer  centrifuges  a  pour 
axe  une  ligne  perpendiculaire  au  plap  passant  par  Taxe 
instantané  de  rotation  ox,  et  par  Taxe  oG  du  couple 
résultant  des  quantités  de  mouvement  dont  les  parties 
du  corps  SQi^t  anifxiées;  ou,  si  ton  veut,  que  le  couple 
résultant ,  donné  paf  les  forcer  centrifuges,  agit  toujours 
dans  le  pl^n  passant  par  ces  deux  axes  qx  et  oG. 

2*^  Que  le  moment  de  ce  couple  résultant  des  actions 
des  forces- centrifuges  est  exprimé  par 

Mout*emeni  dun  corps  solide  libre  dans  t espace 
produit  par  une  impulsion, 

317.  Concevons  un  corps  solide  immobile,  entière- 
ment libre  dans  l'espace ,  et  admettons  qu'il  reçoive 
instantanément  une  impulsion  dont  Teff et,  conformé- 
ment aux  notions  rappelées  dans  le  n**  306,  peut  tou- 
jours être  .représenté  en  admettant  qu'une  certaine 
quantité  de  mouvement  a  été  imprimée  en  un  point  du 
corps,  suivant  une  direction  donnée.  Il  s'agit  de  dé- 
terminer le  mouvement  que  prendra  le  corps  par  1  effet 
de  cette  impulsion  ;  et  l'on  y  parviendra  toujours  en 
se  rappelant  ,  d  après  le  n*  258,  que  les  quantités 
(le  mouvement  acquises  par  les  diverses  parties  du 
corps,  et  la  quaqtité  de  mouvement  qui  lui  a  été  im- 
primée» prise  en  sens  contraire,  doivent  se  faire  ré- 
ciproquement équilibre. 

Le  corps  étant  considéré  dans  la  position  qu  il  occupe 
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à  rinstant  où  Timpulsion  est  donnée ,  et  les  axes  des 
jr,^,z  passant  par  son  centre  de  gravité ,  désignons  par 

m      la  masse  de  la  partie  matérielle  du  corps  solide 
qui  est  placée  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  Xjy^z; 
Ui,V,,W,  les  vitesses  absolues  du  centre  de. gravité  du 
corps ,  qui  ont  lieu  par  Teffet  de  l'impulsion  , 
dans  le  sens  des  x^  des  jr  et  des  z  ; 
U,+U,  V,+V,  W,-f-W  les  vitesses  absolues  de  la  par- 
tie matérielle  placée  au  point- dont  les  coor- 
données sont  x^y,z^  vitesses  également  pro- 
duites dans  les  mêmes  sens  par  l'effet  de  l'im- 
pulsion, en  sorte  que  U,V,W  représenteront 
celles  qui  sont  dues  au  mouvement  du  corps 
autour  de  son  centre  de  gravité  regardé  comme 
un  point  fixe; 
^       la  quantité  de   mouvement  imprimée   par  la 
force  qui  produit  l'impulsion; 
^,>9,^    les  coordonnées  du  point  du  corps  où   celte 

force  est  appliquée  ; 
a^^,y    les  angles  foimés  par  sa  direction  aVec  les  axes 

des  X,  des  j-  et  des  z; 
'2^,p,(7  les  plus   courtes  distances  de  cette  direction 

aux  mêmes  axes. 

• 

Nous  aurons  d'abord  pour  exprimer  les  conditions 
de  Téquilibre  des  quantités  de  mouvement  qui  doivent 
se  détruire  sur  le  corps  solide,  conformément  à  ce  qu'on 
a  vu  dans  l'article  XIV,  les  équations  de  l'équilibre  de 
translation 

S.w(U.+U):5=»cos.«,  S.i»{V.-|-V)*oo«.e,  S.m(W.-|-W)r=*cos.7. 
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Mais  y  par  la  nature  du  ceutre  de  gravité ,  on  a  toujours 
S.ma7=0,  S.m^=:0»  S.mz=^0;  par  conséquent 

dx  dy  dz 

S.«.^=0,    S.m^=0,   S.m_>fO. 

Donc  les  termes  S.mU,  S.mV,  S.mW  disparaissent  des 
équations  précédentes,  lesquelles,  en  nommant  M  la 
masse  entière  du  corps ,  se  réduisent  k 

Ces  équations  déterminent  les  vitesses  que  l'impul- 
sion imprime  au  centre  de  gravité  du  corps ,  et  Ton 
voit  que  ce  centre  de  gravité  prendra  toujours ,  par  l'ef- 
fet d'une  impulsion  quelconque ,  le  mouvement  qui 
aurait  lieu,  si  la  masse  entière  du  corps  était  con- 
centrée en  ce  point ,  et  si  l'impulsion  y  était  appliquée. 

318.  Eln  second  Ueu,  les  équations  de  l'équilibre  de 
rotation  seront 

S,/it[r(U,+Ul  — j:(V.+V)]  =  *.ffsin.7, 
S.  m  [x(W.+Ty)  — z  (U,+U)] =*.p8in.6 , 
S.i»[a(V,+V)   — ;r(W.+W)]=*.-»&in.a , 

qui  se  réduisent ,  en  supprimant  les  termes  nuls,  à 

S./»(^U— j:V)=^.ffsiD.7 

S.m(xW— aU)=r<>.psiij.6 
S.  w^«V— jrW) = *.«in .«. 

Pour  connaître  facilement  au  moyen  de  ces  équations 
le  mouvement  que  prendra  le  corps  solide  autour  de  son 
centre  de  gravité  par  l'effet  de  l'impulsion ,  nous  rap- 
pellerons que  ce  mouvement  consistera  toujours  en  une 
rotation  .  autour  d'une  certaine  droite  passant  par 
ce  centre,  ou  entrpis  rotations  passant  autour  des  trois 
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aies  rectangulaires.  Soient  donc  P,Q»Rles  trois yiieMes 
angulaires  que  doit  prendre  le  corps  solide  autour  des  x^ 
des  /et  des  zVefletde  Vimpulsion.  On  auro^  d'après 
les  relations  m  du  n*  H9 , 

V=zP— a:R, 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précé- 
dentes, il  viendra 

S. m  [(x'-f-j^*)  R-^zQ— JwcP]  =* .  ffbin  .7, 

S.m[{x'-f-z')Q-^^P— ^R]==:4>.psin.6 , 

S.m[(/'-|-OP — «^zP — ^^Q]  =*.'»sin.a , 

équations  par  lesquelles  It»  vitesses  P,Q,R  sont  déter- 
minées. 

31  d.  On  leur  donnera  une  forme  plus  simple  si  l'on 
prend  pour  les  axes  des  coordonnées  jc,jr,x,  dont  la  po- 
sition est  tout  à  fait  arbitraire ,  les  trois  axes  principaux 
qui  se  croisent  au  centre  de  gravité  do  corps  solide. 
On  aura  alors  S.nixjr^^,  S.ma72=0  et  S,fnjz=0  ;  et  en 
représentant,  comme  dans  les  n®'  287  et. suivants ,  par 
A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux,  il  viendra 
simplement 

iiK=<|>.9Sin.7  ,  • .   d  ou     R=  — 


fiQ=<^.psin.e, 


APss^.'wsm.a,  ^  P= 


G      ' 

4».p$in.6 

ir.'9sin.a 


Nous  savons  d'ailleurs  que  les  trois  vitesses  angu- 
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laires  P,Q,R  répondent  h  une  vilesse  angulaire  %^  dont 
la  valeur  est 


et  qui  a  lieu  autour  d'une  ligne  formant  avec  les  axes 
des  X ,  desj^  et  des  z  des  angUs  dont  les  cosinus  sont 
respectivement 

P       Q        R 


i^'     i^  '     i^ 


le  mouvement   imprimé  au  corps  par  une  impulsion 
quelconque  est  donc  entièrement  déterminé. 

320.  Si  la  direction  de  l'impulsion  passait  par  le  centre 
de  gravité  du  corps ,  on  aurait  ^9=0,  p=0,  a==0,  et  par 
conséquent  les  trois  vitesses  angulaires  seraient  nulles. 
Donc  le  corps  ne  tournerait  pas  alors  autour  de  son 
centre  de  gravité  ^  l'effet  de  l'impulsion  se  réduirait  à 
impirimer  une  vitesse  à  ce  centre ,  conformément  à  ce 
qu'on  a  vu  n*'  317. 

321..  Si  la  direction  de  l'impulsion  était  contenue  dan^ 
un  des  plans  des  coordonnées ,  par  exemple  dans  le  plan 
des  yz,  en  sorte  qu'elle  rencontrât  les  deux  axes  prin- 
cipaux  du  corps,  qui  coïncident  avec  les  axes  des  y  et 
des  z  y  on  aurait 

Le  corps  prendrait  autour  de  Taxe  des  x,  c'est-à-dire 
autour  du  troisième  axe  principal,  la  vitesse  angulaire 

— ^.  Ainsi  lorsqu'un  corps  reçoit  une  impulsion ,  il  com- 

mence  à  tourner  autour  d'un  des  axes  principaux  pas- 
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6ant  par  son  centre  de  gravité  toutes  les  fois  qne  celte 
impulsion  est  dirigée  dans  le  plan  qui  contient  les  deux 
autres  «izes  principaux  passant  par  ce  même  centre. 

322.  Quant  au  mouvement  du  corps  solide  qui  a  lieu 
après  Tinstant  où  il  a  reçu  l'impulsion ,  ce  mouvement 
dépend  de9  équations  différentielles  données  n®  $12.  et 
s'eS*ectuera  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  danâ  ce  nu- 
méro et  les  suivants.  Nous  pouvons  d'ailleurs,  avec 
M.  Poinsot ,  donner  une  image  sensible  de  la  nature  du 
mouvement  dont  il  s'auit. 

Remarquons  que  d'après  les  premières  équations  du 
n^  3tô ,  et  à  l'origine  du  mouvement ,  les  moments  des 
couples  formés  par  les  quantités  de  mouvement  des 
parties  du  corp ,  moments  dont  les  axes  coïncident 
avec  ceux  des  jùyy,Zj  doivent  être  respectivement  égaux 
aux  moments  des  quantités  de  mouvement  imprimées 
par  la  force  qui  produit  Timpulsion,  pris  par  rapport  aux 
mêmes  axés.  De  plus ,  d'après  le  n^  31  &•  ,*si  l'on  compose 
i  un  instant  quelconque  les  quantités  de  mouvement 
des  parties  du  corps  ^  on  doit  retrouver  autour  de 
chaque  axe  les  couples  dont  les  moments  ont  été  désignés 
par  les  constantes  >,fi,y,  donnant  un  couple  résultant 
total  consUmt  en  grandeur  et  en  direction  ,  dont  le  mo- 
ment a  été  désigné  par  z.  Nous  avons  donc  ici ,  pour  la 
détermination  des  constantes  X^u.v, 

>=4>.'ffsin.2,  u=4>.psin.6,  v=4^.asin.7, 
d'où 

et  p;ir  conséquent,  d après  les  résultats  du  n®  319 


A' 
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)=AP,    fA:=BQ,    vttCR, 


ou 


2  =:\/a*F+B'Q'+CR% 

PyQ,R  étant  les  trois  vitesses  angulaires  initiales.  On 
conclut  de  là  que  Taxe  du  couple  résultant  total  2 ,  dont 
la  direction  doit  demeurer  invariable,  forme  avec  les 
axes  des  x*,  desj^  et  des^,  qui  coïncident  ici  avec  les 
axes  principaux  du  corps  passant  par  son  centre  de  gra- 
vité au  premier  instant  du  mouvement,  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  respectivement 

AP     BQ     CR 

2   '      2    »     s  ' 

tandis  que  Taxe  instantané  de  rotation  »  autour  duquel 
le  corps  commence  à  tourner,  forme  avec  les  mêmes 
axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  respectivement 

P       Q^       R^ 

u  étant  (  comme  dans  le  n^  319  )  la  vitesse  angulaire  ini- 
tîale  résultante  des  trois  vitesses  angulaires  P,Q,R. 

Cela  posé,  considérons  Tellipsoïde  appelé  par  M.  Foin- 
sot  ellipsoïde  central^  dont  les  axes  rectangulaires 
coïncident  avec  les  axes  principaux  qui  se  croisent 
au  centre  de  gravité  du  corps  solide ,  et  dont  chaque 
rayon  vecteur  a  une  valeur  égale  à  l'unité  divisée  par 
la  racine  carrée  du  moment  d'inertie  du  corps  pris  par 
rapport  à  ce  rayon*.  L'équation  de  cet  ellipsoïde  étant , 
comme  on  Ta  vu  n^  287, 

la  normale  menée  au  point  dé  la  surface  dont  les  coor- 

21 
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données  sont  x^^%  forma  avec  les  axes  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  respectivement 

Ax  Bir  Cx» 


V^A^i^-f By+CV  '  V/A'x»+By +<7»*  '  \/ A* jrVBy +CV 

Donc  si  nous  prenons  x,/,2  pour  représenter  les  vitesses 
angulaires  initiales  P,Q,R,  et  par  conséquent  le  rayon 
vecteur  a^  point  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  cen- 
tral déterminé  par  ces  coordonnées  pour  représenter  en 
grandeur  la  vitesse  angulaire  initiale  v^  et  en  direction 
l'axe  de  rotation  sur  lequel  le  corps  tourne  au  premier 
instant,  la  normale  menée  à  la  surface  de  FellipsoTde  en 
ce  point  représentera  Taxe  du  couple  du  résultant  2  des 
quantités  de  mouvement  de  toutes  les  parties  maté- 
rfeHes  du  corps  solide. 

D'après  cela ,  concevant  l'ellipsoïde  central  contrnit , 
il  est  aisé  de  déterminer  le  mouvement  initial  du  corps 
solide  résultant  d'une  impulsion  donnée.  Car  menant 
Taxe  oG  (&g.  35)  du  couple  2  dont  le  moment  est  égal 
au  moment  de  cette  impulsion ,  on  cherchera*  le  point  M 
de  la  surface  de  Tellipsoïde  central  où  la  normale  est 
parallèle  à  oG  ;  et  le  rayon  vecteur  oM  dirigé  du  centre 
de  gravité  du  corps  à  ce  point  sera  i  axe  instantané  de 
rotation  au  premier  instant.  De  plus  ai  l'on  désigne, 
comme  ci-dessus ,  par  9  l'angle  GoM  compris  entre  Taxe 
oG  du  couple  2  et  l'axe  de  rotation  initiale  oM,  on  aura 
pour  déterminer  la  vitesse  angulaire-  initiale  v  autour 
de  cet  axe  l'équation 

»'.S.wr^=zcos.  Ô, 

S.mr*  étant  le  moment  d'inertie  du  corps  pris  par  rap- 
port à  Taxe  oM, 
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N^us  êUfjfùmromê  ici  que  i'dB  ait  coHpé  la  suriace 
de  rellipfiofde  central  par  le  plan  des  deux  aies  oG  et 
oM  auiyaot  la  courbe  GMP  ;  et  que  Ton  ait  meué  par 
le  centre  de  cet  ellipsoïde  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  pG  du  oouple  d'impulsion ,  ou  parallèle  au  plan 
qui  touche  la  surface  au  point  M.  Ce  dernier  plan  sera 
perpendiculaire  au  premier,  qu'il  rencontrera  suivant 
la  ligne  oP }  il  coupera  la  surface  de  TeUipsoïde  suivant 
la  courbe  PHN ,  et  le  diamètre  oP  sera  conjugué  au 
diamètre  oM  dans  Tellipse  GMP. 

3S3.  Il  reste  maintenant  à  connaître  fe  mouTement 
afiecfcé  par  le  corps  après  le  premier  instant*  Obser- 
Tons  que  y  d'après  ce  qu'on  a  tu  if  316»  Taxe  du  couple 
résultant  dès  actions  dues  aux  forées  ceptrifuges  devant 
être  perpendiculaire  au  plan  des  deux  axes  oG  et  oM , 
sera  Ici  une  ligne  oH  tracée  dans  le  plan  de  la  section 
PHN  perpendiculairement  à  oP.  Et  si  l'on  veut  con- 
nattre  Taxe  instantané  sur  lequel  ces  forces  centrifuges 
tendent  a  faire  toismer  le  corps  solide,  on  devra,  oonfor- 
ménurat  à  ce  qu'iOn  a  va  dans  le  numéro  précédent, 
chercber  le  point  de  la  snr£ace  de  l'ellipsoïde  central  où 
la  normale  serait  parallèle  à  Taxe  oH  ,  point  qui  n'est 
autre  qiift  l'extrémité  N  du  diamètre  oN  conjugué  au  dia- 
mètre oP  dans  l'ellipse  PHN.  Le  troisième  diamètre  6BS 
conjjiigué  dans  Tellipsolde  central  à  l'axe  instantané  de 
rotation  oM,  et  à  la  projection  oP  de  cet  axe  instantané 
sur  le  plan  .du  ti^uple d'impulsion»  est  donc  i'axe  sur 
lequel  les  farces  centrifuges  tendent  à  faire  tourner  le 
corps  solide.  Or,  pou^  connaître  la  position  du  corps  au 
second  instant  de  son  mouvement ,  on  doit  composer  sa 
vitesse  de  rotation  actuelle  i^,   qui  a  Heu  autour  de 


Taxe  oM  ,  avec  la  vitesse  de  rotation  infiniment  petite 
que  les  forces  centrifoges  impriment  dans  l'élément  du 
temps  autour  de  Taxe  oN.  Prenant  donc  oM  pour  re- 
présenter la  vitesse  u  ;  puis  sur  la  ligne  oN,  à  partir  du 
point  o,  une  ligne  infiniment  petite  qui  représentera  la 
vitesse  impriméepar  les  forces  centrifuges,  on  achèvera 
le  parallélogramme.  La  diagonale  représentera  en  gran- 
deur la  vitesse  angulaire  que  prendra  le  corps  au  second 
instant ,  et  déterminera  la  direction  de  l'axe  instantané 
autour  duquel  ce  corps  tournera. 

Mais  puisque  oN  est  parallèle  au  plan  tangent  à  la 
surface  de  l'ellipsoïde  passaot  par  le  point  M,  Textré^^ 
mité  de  celte  diagonale  se  trouvera  dans  ce  plan.  Or 
d'une  part'  le  plan  tangent  dont  il  6*agit  ne  doit  pas 
cesser  de  représenter  le  plan  du  couple  résultant  des 
quantités  de  mouvement  dont  sont  animées  toutes  les 
parties  du  corps,  qui  doit  conserver  constamment  une 
position  fixe;  et  d'autre  part  l'axe  instantané  de  rotation 
doit  toujours  coïncider  avec  le  rayon  recteur  mené  au 
point  où  la  surface  de  l'ellipsoïde  central  s^ait  touchée 
par  ce  même  plan.  D'ailleurs  ou  passera  toujours  -du 
mouTement  du  corps  à  un  instant  donné  au  mouvement 
qui  aura  lieu  dans  l'instant  suivant ,  dWe  manière  con* 
forme  à  ce  qui  vient  d'être  indiqué.  Donc  on  peut  se 
représenter  le  mouvement  du  corps  solide,  libre  autour 
de  son  centre  degra  vite,  en  admettant  que  ce  centre  étant 
fixe  dans  l'espace ,  aussi  bien  que  le  plan  tangent  mené 
à  la  surface  de  rellipsoïde  central  parallèlement  au  plan 
du  couple  donné  par  la  force  d'impulsion,  cet  ellipsoïde 
central  roule  sans  glisser  sur  le  plan  langent.  Le  rayon 
vecteur  mené  au  point  de  contact  de  Tellipsoïde  et  du 
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plan,  est  Taxe  instantané  de  rotation  :  la  vitesse angu-- 
laire  est  proportionnelle  à  la  longueur  de  ce  rayon. 

Si  le  plan  du  couple  d'impulsion  est  perpendiculaire 
à  Tun  des  axes  principaux  du  corps  passant  par  son 
centre  de  gravité  »  c'est-à-dire  à  l'un  des  axes  rectan- 
gulaires de  l'ellipsoïde  central ,  la  vitesse  imprimée  par 
les  forces  centrifuges  est  nulle.  L'ellipsoïde  central  ne 
subit  aucun  déplacement,  et  le  corps  continue  à  tourner 
autour  de  Taxe  principal  dont  il  s'agit  avec  une  vitesse 
angulaire  constante,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu 
n*  321. 

XXII.  Pbopriétés  gévéraxiES  ou  mouvement  d'un  système 

DE   CORPS. 

32h.  L'équation  obtenue  dans  les  n^  2j55  et  suivants, 

exprime  d'une  manière  générale  les  lois  du  mouvement 
d'un  système  quelconque  de  points  matériels.  On  doit 
concevoir,  pour  la  solution  de  chaque  question  particu-r 
Hère,  qu'à  cette  équation  sont  réunies  les  équations  de 
condition  qui  définissent  la  nature  du  système.  Mais 
quels  que  soient  les  systèmes  que  l'on  considère ,  les 
mouvements  qu'ils  affectent  offrent  plusieurs  propriétés 
générales  dont  l'étude  est  importante ,  et  qui  peuveiit 
^tr0  déduites  facilement  de  l'équation  dont  il  s'agit. 
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Mouvement  du  centre  de  grai4ié. 

325.  Dans  cette  équaCion  ,  x ,  y^  z  représentent  les 
(^ordonnées  du  Heu  où  se  trouve  à  la  fin  du  temps  f  le 
point  matériel  dont  là  masse  est  m ,  ces  coordonnées 
étant  comptées  sur  trois  axes  rectangulaires  fixes.  Dési- 
gnons maintenant  par  JC,,  y,, z^  les  coordonnées  à  la  fin 
du  temps  t  du  centre  de  gravité  de  tous  les  points  ma- 
tériels du  système  comptées  sur  les  mêmes  axes;  et 
par  S ,  V}  »  ^  les  coordonnées  du  lieu  où  se  trouve  à  la 
fin  du  temps  t  le  point  du  système  dont  la  masse  est  m, 
ces  dernières  coordonnées  étant  comptées  à  partir  du 
centre  de  gravité  sur  des  axes  rectangulaires  mobiles 
parallèles  aux  premiers.  On  devra  donc  substituer  dans 
•  l'équation  précédente  x,+î ,  X"!""»  ^»"i"î  ^  '^  place  de 
X  ^  7*.  2  ,  ce  qui  donnera 

«•'"[— 1^  (^,+^) + ^iMi  (,^.^^,)+ £^  (,^+^0] 

Mais  d après  les  propriétés  du  centre  de  gravité,  on 

oura  toujours 

S.in$=0,     S.m3fî=0,     S.mÇ=0; 

par  conséquent 

d^l  d\  d\ 

8.r/i^^.-0,     S.irt_:=.0,    S.m~;-0; 

el 

S.mlÇstO,     S.m^>]3sO,    S.m^Çx=:0. 

L'équation  précédente  peut  donc  s'écrire 

=  S[X(*j:.+*Ç)+  Y{9yM»)  +Z(fa.-|-Jç)]. 
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Gela  posé»  «i  le  système  est e]2lièreiii«a(  libre,  ou  peut 
se  déplacer  d'une  manière  quelconque  daps  l'espace,  les 
équations  exprimant  la  nature  du  système  n'indique- 
ront alors  que  les  conditions  d'après  l^squellesl^s  divers 
points  matériels  se  meuvent  les  uns  par  rapport  aux  au- 
tres, et  ne  contiendront  que  les  coordonnées  $9 1»'  C  par 
lesquelles  les  positions  relatives  de  ces  points  sont  dé- 
terminées, et  non  pas  les  coordonnées  x^^j^^z^,  qui  dé- 
pendent de  la  position  absolue  du  système  dans  l'es- 
pace. Donc  les  variations  to, ,  Bj^  »  H^ ,  doivent  alors  être 
regardées  comme  entièrement  arbitraires  ;  et  par  con«* 
séquent  il. est  néccasaire,  pour  que  Téquatiou  précé- 
dente soit  toujours  satisfaite,  que  Ton  ait  les  équations 
distinctes 

— p-î  S./7*=S.X , — p-*  S.m=S.Y  ,  — 7~S,m=S.2, 
A*  ^  dt^  ^    dC  ' 

par  lesquelles  le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  dé- 
terminé. 

Les  termes  S.X,  S.Y,  S.Z  de  ces  équations  sont  uni-* 
quement  donnés  par  les  forces  extérieures ,  et  les  actions 
mutuelles  qui  seraient  dues  aux  contractions  ou  exten- 
sions supportées  par  les  parties  du  système  ,  ou  à  des 
forces  d'attraction  ou  de  répulsion  que  Ton  suppose- 
rait exister  entre  les  points  matériels,  n'y  entrent  point; 
puisque  les  actions  intérieures  qui  consistent  toujours 
dans  des  forces  égales  une  à  une,  et  directement  oppo- 
sées, étant  tranaportéea  au  ceptre  de  2j;ravité,  auront  né- 
cessairement une  résult'mte  nulle.  On  conclut  donc  de 
ce  qui  précède  i((u  ub  système  quelconque  entièrement 
libre*  se  meut  louiours  de  telle  manière  que  le  môu- 
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vement  du  centre  de  gravité  est  celui  qui  aurait  lieu 
si  toutes  les  masses  étaient  réunies  dans  ce  point,  et  si 
toutes  les  forces  extérieures  y  étaient  appliquées  cha- 
cune suivant  sa  direction. 

On  remarquera  d'ailleurs  qu'après  avoir  égalé  séparé- 
ment à  zéro  les  termes  affectés  des  variations  to,,  ^,,  ^2,, 
il  reste  l'équation 

*•'"(£  **+  S  ^ + $  ^)=S(xaç+YM-z«) , 

par  laquelle  sont  réglés  les  mouvements  des  points  du 
système  relativement  à  leur  centre  de  gravité. 

326.  Le  système  étant  toujours  supposé  libre,  admet- 
tons qu'il  ne  soit  soumis  à  l'action  d'aucune  force  exté- 
rieure, et  que  son  mouvement  soit  uniquement  dû  à 
des  vitesses  initiales  imprimées  aux  points  matériels. 
Le  second  membre  de  Téqu^tion  étant  alors  nul ,  elle  se 
réduit  à 

et  Ton  a  en  premier  lieu ,  comme  ci-dessuâ ,  les  trois 
équations 

^S.«=0,^-S.«.=0,^'S.«=0, 

qui  donnent  en  les  intégrant  par  rapport  au  temps, 

— --^ S.iii= A ,  -7-îS,m=B,  —7-  S.iw=C, 
dx  ^   dl  dt 

Af  B,  C  désignant  des  constantes.  Ainsi  dans  le  cas  dont 
}\  s'agit,  quels  quesoientles  mouvements  relatifs  des par<« 
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lies  du  syslème  »  le  centre  de  gravité  décrit  une  ligne 
droite  d'un  mouvement  uniforme. 

327.  Considérons  d'ailleurs  les  <[uantités  de  mouve- 
ment  absolues  des  points  matériels  du  système  qui  ont 
Heu  h  la  fin  du  temps  t ,  et  dont  les  composantes  dans  le 
sens  de  chaque  axe  sont  représentées  pour  le  point  maté- 
riel dont  la  masse  est  m ,  par 


dx        dy        dz 
dt^       di  ^      dt 


ou  bien  par 


_da:,+dÇ     _djr,+d,     _dz,+d^^ 
rfr  di      ^  dt 

Les  sommes  de  ces  composantes  sont  donc  respecti  vemen  t 
dans  le  sens  des  x,  des^  et  des  z 

dt      ^  dt      ^  dt 

Mais  d'après  la  remarque  faite  dans  le  n»  335  on  a  tou-* 
jours 

S.m-j-^O,  S.l»;->^aes0y    S,/w---=0. 

dt  'dt  dt 

Donc  les  expressions  des  sommes  dont  il  s'agit  se  rédui» 
sent  aux  quantités 

uf  ^  '    £Ù  ^   dt  ' 

qui  d'après  le  n<»  précédent  conservent  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement  les  valeurs  constantes  qui  ont  été 
désignées  par  A,  B,  C. 

On  conclut  de  cette  dernière  considération  que  si  Ton 
entreprenait  de  composer  à  un  instant  quelconque  les 
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quantités  de  ntouvcnent  dont  sont  animée  tous  les 
points  matériels  du  système)  conformément  à  la  mé* 
thode  expliquée  dans  les  n^'  Sfr  et  suivants,  on  trou- 
verait toujours  que  ces  quantités  de  mouvement  étant 
transportées  à  l'origine  des  coordonnées  et  décomposées 
suivant  les  trois  axes  donneraient  des  résultantes  par- 
tielles invariables,  dont  les  constantes  A,  B,  C  repré^ 
sentent  les  valeurs  ;  et  par  conséquent  que  la  résultante 
appliquée  àTorigine  des  coordonnées  serait  également  in- 
variable en  grandeur  et  en  direction. 

Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède  !<>  que  le  centre  de 
gravité  du  système  se  meut  constamment  en  une  ligne 
droite  d'un  mouvement  uniforme  ;  â""  que  si  Ton  prend 
à  un  instant  quelconque  la  résultante  des  quantités  de 
mouvement  de  tous  les  points  matériels,  on  trouvera 
toujours  que  la  direction  de  cette  résultante  coïncide 
avec  la  droite  décrite  par  le  centre  de  gravité  et  que  sa 
valeur  est  égaie  à  la  somme  des  masses  du  système  multi- 
pliée par  la  vitesse  du  centre  de  gravité. 

Les  propositions  qui  viennent  d*étre  énoncées  éta- 
blissent le  principe  de  la  cùnseruation  du  mouv^emenl 
de  centre  de  grai/ité.  Ce  principe  convient  à  tout  sys- 
tème libre,  qui  n'est  soumis  à  l'action  d aucune  force 
extérieure.  Les  propositions  dont  il  s'agit  sont  d'ail- 
leurs absolument  indépendantes  des  actions  intérieures 
qui  peuvent  exister  entre  les  points  matériels;  elles 
subsistent  également  lorsque  ces  points  sont  réunis  par 
des  verges  et  des  fils  inextensibles,  par  des  liens  élas- 
tiques, ou  lorsqu'il  existe  seulement  entre  eux  des 
forces  attractives  ou  répulsives,  ou  quand  ils  sont  ab- 
solument sans  action  les  uns  sur  les  autres.  Enfin  elles 
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conyienoent  oiéme  aux  cas  où  il  survient  entre  les 
parties  du  système  ^  des  chocs ,  par  Tefiet  desquels 
les  vitesses  des  points  matériels  sont  regardées  oommt 
subissant  instantanément  des  changements  finis;  puis^ 
que  ces  changements  sont  causés  par  des  actions  inté»^ 
rie ures  exercées  entre  les  parties  du  systèm/e., 

328.  Si,  ou  lieu  de  considérer  un  mouvement  con- 
tinu dû  a  laction  permanente  de  forces  accélératrices, 
on  voulait  connaître  l'effet  de  plusieurs  impulsions 
données  instantanément  aux  divers  points  du  système, 
oo  remarquerait,  d'après  le n^  358,  que  les  mouvements 
pris  perces  points  sont  assujettis  à  la  condition  que  les 
quantités  de  mouvement  perdues  se  fassent  équilibre 
sur  le  système*  Désignant  par  «  la  quantité  de  mouve- 
ment imprimée  au  point  du  système  dont  la  masse  est 
m ,  et  par  a ,  6,  7  les  angles  formés  avec  les  axes  des  x, 
des  j-  et  des  z  par  la  direction  de  la  force  qui  imprime 
cette  quantité  de  mouvement ,  les  quantités  de  mou- 
vement perdues  par  ce  point  dans  le  sens  d^  chaque 
axe  seront  respectivement 

da:  dr  dz 

4>cos.a — wi— =-  ,  4»cos.ç — m  -r- ,  4>cos.7 — w»-^  ; 
dt  dt^  '  dt 

et  par  ccmséqiieilt  la  condition  de  l^équîlibre  des  qqan* 
tités  de  mouvement  perdues  par  toutes  les  parties  du 
System»  âera  exprimée  pai^  l'équation 

-,     f  dx  dy  dz      \ 

\dï  ^^"^  Tt  ^"^  ~dt  ^^  )'=*S.*{te.cos.a-i-o;'.c0s.?+te.eos.7). 

Il  est  aisé  d'en  conclure ,  d'après  ce  qu'on  a  vu  u*  325, 
que  l'on  doit  avoir  les  trois  équations 
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dx  ^y^  ^1 

— iS./7t=S.«cos.at,  --=-'S.m=S.*cos.6  ^  -~S.m=S.4>cos.7; 
{it  at  cU 

d'où  il  suit  que  le  centre  de  gravite  prend  la  vitesse 
qui  aurait  lieu  si  toute  la  masse  du  système  était  con- 
centrée dans  ce  point,  et  si  toutes  les  impulsions  j 
étaient  appliquées. 

Il  restera  de  plus ,  après  avoir  posé  les  trois  équations 
précédentes,  Téquation 

T  ^"^  ^^**"^'  T  ^  j=S.*(^co5.a-|-^)Cos.6-f-^«>*-7)» 

à  laquelle  doivent  satisfaire  les  vitesses  relatives  -z- , 

du     dl^ 

-j ,  —  imprimées  aux  points  du  système  par  rapport 

au  centre  de  gravité. 

Mouvement  de  rotation.  Principe  des  aires. 
329.  Reprenons  l'équation  générale  citée  n"*  32k  : 

dans  laquelle  x,^,  z  représentent  les  coordonnées  rec- 
tangulaires du  point  du  système  dont  la  masse  est  m , 
,  mesurées  à  la  fin  du  temps  t  y  à  partir  d'une  origine  fixe. 
On  peut  attribuer  aux  variations  fyCy  fyy  9z  toutes  les 
valeurs  possibles  compatibles  avec  les  conditions  de  la 
liaison  des  parties  du  système.  Supposons  que  ce  système 
se  meuve  librement  dans  l'espace  ;  quel  qu'il  soit ,  on  ne 
violera  jamais  les  conditions  dont  il  s*agit  en  admettant 
qu'il  tourne,  sans  changer  sa  figure  actuelle ,  autour 
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d'un  point  fixe  quelconque.  Supposant  donc  le$  valeurs 
de  9x ,  fyy  iz  données  par  un  mouvement  de  cette  nature , 
prenant  Torigine  des  coordonnées  pour  le  point  fixe  de 
rotation  »  et  désignant  par  ê(f.  Sa,  ix  '^^  angles  infini- 
ment petits  décrits  respectivement  autour  des  axes  des  x , 
desjr  et  des  z ,  on  aura ,  comme  on  Ta  vu  n*  24>9 , 

En  substituant  ces  expressions  dans  Téquation  précé- 
dente» et  égalant  séparément  à  zéro  les  termes  afiectés 
des  variations  ^9 ,  ^b» ,  ^  dont  les  valeurs  sont  communes 
à  tous  les  points  du  système  et  entièreaient  arbitraires , 
on  trouvera  les  équations 

S.«£^?=îf^=S{Zx-X»), 

Et  si  l'on  observe  que  y^x — xdy^  xd^z — zd^x^ 
zJty^^yJtz  sont  respectivement  les  ASéiwntielles  des 
quantités  j-^ir — xây  ^  xdz — zdx^  zdj-^^dz,  on  voit 
que  ces  équations  peuvent  s'écrire 


a  /dy  dz     \ 


^)- 


Les  termes  des  seconds  membres  représentent  les  mo- 
ments des  forces  appliquées  aux  points  du  système  pris 
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re^ptcliv^tnent  por  rapport  aux  axea  de»  9 ,  de§  y  et 
des  X.  Le»  lerinq»  du  premier  membre  repnéseatent  les 
coefficients  diffi^reniiels ,  pris  par  rapport  au  temps»  des 
momeots  relatifs    aux  mêmes  axes  des  quantités  <ie 

iijit       dy       d% 
mouvement  '^--r-'  ''^  *  ^'^  dont  les  points  du  système 

sont  animés  à  la  fin  du  temps  t ,  dans  le  sens  des  coor- 
données x^  y^  z.  Nous  remarquerons  encore,  comme 
dans  len*"  335 ,  que  les  forces  provenant  des  actions  inté- 
rieures qui  s'exereent  entre  les  différents  points  du  sys- 
tème n'entrent  pas  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions précédentes,  où  elles  ne  donneraient  que  des 
termes  qui  se  détruiraient  réciproquement. 

330.  Considérons  les  cas  où  les  seconds  membres  des 
équations  précédentes  seraient  nuls.  Cette  circonstance 
aura  lieu  l*"  lorsqu'aucune  force  ne  sera  appliquée  exté- 
rieurement au.  système  ;  ^  lorsque  les  forces  appliquées 
extérieurement  aux  divers  points  matériels  seront  con- 
stamment dirigées  vers  l'origine  des  coordonnées.  On 
aura  alors       J^ 

^•'"(î '~lT  *)=**• 


^•'"(î '-- è')*'" 


M,  M,  L  désignant  des  constantes  ^  d'où  l'on  voit  que 
si ,  à  une  époque  quelconque  du  système ,  on  veut  com- 
poser les  quantités  de  mouvement  dont  \t%  points  maté- 
riels sont  animés,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  n*  54  » 
on  trouvera  toujours,  pour  les  moments  des  trois  couples 


—  335  — 

GompclMAU  fitués  sur  cbacua  deè  plans  ooordooMs  1^ 
mêmes  Taleurs  N ,  M  ^  L.  Le  moment  du  couple  réeul- 
tant .  représenté  par 

conservera  donc  aussi  une  valeur  conetante ,  et  le  plan 
de  ce  couple  formera  toujours  avec  les  plans  fixes  des  sey, 
des  xz  et  desy^^  des  angles  invariables  dont  les  cosmus 
seront  respectivement 

N  M  L    . 

.    ■  -       .      .  ■      ■  ^  1  ■■  —  ■  ■  -  ■'  ■      ■    ■■'■ 

V/N'+m*+L"'  \/WiW+D    V/n*+m*+L' 

* 

Ces  propriétés  sont  analogues  à  celles  qui  ont  été  ex- 
posées n"*  31&.  Dans  tout  système  libre  qui  n'est  sollicité 
par  aucune  force  extérieure ,  le  couple  résultant  des 
quantités  de  mouvement  des  parties  flu  système  relatif 
h  une  origine  fixe  quelconque  est  constant  en  grandeur 
et  en  direction. 

Ajoutons  que  s'il  existe  dans  le  système  un  point  fixe , 
la  proposition  qui  vient  d'être  énoncée  subsistera  encore, 
mais  seulement  en  supposant  l'origine  des  coordonoées 
placée  clans  le  point  fixe.  JVous  «-idmettons  alors  que  le 
système  n'est  sollicité  par  aucune  force  extérieure ,  ou 
que  les  forées  qui  le  sollicitent  sont  toutes  dirigées  vers 
le  point  fixe. 

331.  Le  système  étant  toujours  supposé  se  mouvoir 
librement  dans  l'espace ,  l'équation  qui  est  posée  à  la 
fin  du  n*"  325  se  réduit  à 

^'"^  (S  ^^'^^  S  ^'  '^  î  ^"j^SCX^ç+Yfc+Z^z). 
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On  peut  loi  appliquer  la  transformation  employée  <lans 
le  n*  329.  S,  v),  C  s<^t,  les  coordonnées  du  point  du 
système  dont  la  masse  est  m,  mesurées  à  la  fin  dû 
temps  t ,  à  partir  du  centre  de  gravité ,  sur  trois  axes 
rectangulaires  parallèles  aux  axes  fixes  desx,  désuet 
des  z.  Quel  que  soit  le  système  proposé ,  on  ne  violera 
pas  les  conditions  de  la  liaison  de  ses  parties,  en 
prenant  pour  les  valeurs  de  ^ ,  ^«i ,  ^  »  celles  qui  ré* 
sulteraient  d'un  mouvement  dans  lequel  le  système 
tournerait  sans  changer  sa  figure  actuelle ,  comme  un 
corps  solide,  autour  de  son  centre  de  gravité.  On  dé- 
duira donc  de  Féquation  précédente  les  trois  équations 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  nuls^ 
1*  lorsque  le  système  n'est  sollicité  par  aucune  force  ex- 
térieure ;  2''  lorsque  la  force  qui  sollicite  le  point  m  est 
dirigée  vers  le  centre  de  gravité.  Dans  l'un  et  l'autre  cas^ 
on  obtiendra,  en  intégrant,  les  trois  équations 


ij 


o     /d^  ^     dz    \ 
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v,u,>,  désignant  des  constantes*  Elles  expriment  que  si 
Ton  forme  il  un  instant  quelconque  les  trois  couples 
composants  résultant  de  la  composition  des  quantités 

de  mouvement  relatives!»-^,  ^"^^^-^  ^^>    points 

du  système  par  rapport  au  centre  de  gravité ,  ce  centre 
étant  pris  pour  origine ,  on  trouvera  toujours  pour  les 
moments  de  ces  couples  les  mêmes  valeurs  v,fi,>.  Donc 
le  couple  résultant  donné  par  ces  quantités  de  mouve- 
ment aura  aussi  toujours  le  même  moment  exprimé 
par 

et  le  plan  de  ce  couple  formera  constamment  avec  les 
plans  des  S»,  des  $$  et  des  nÇ ,  ou  bien  avec  les  plans  fixes 
des  a^t  des  xz  et  des  yz  ,  des  angles  dont  les  cosinus 
sont  respectivement 

y  fi  X 

Ces  résultats  complètent  ce  qui  a  été  dit  dans  le 
n^  327.  On  voit  que  pour  un  système  libre,  qui  n'est 
soumis  à  l'action  d'aucune  force  extérieure  ou  dans  le- 
quel les  forces  sont  dirigées  vers  le  centre  de  gravité , 
les  quantités  de  mouvement  des  parties  du  système 
relatives  à  ce  centre  ,  donnent  toujours  un  couple 
résultant  dont  le  moment  est  constant  et  dont  le  plan 
demeure  parallèle  à  sa  position  initiale. 

332.  Les  propositions  qui  viennent  d'être  énoncées 

constituent  ce  que  quelques   géomètres  appellent  la 

conservation  du  mouvement  de  rotation.  Mais  on  peut 

aussi  considérer  ces  mêmes  propositions  sous  un  autre 

point  de  vue.  Reprenons  les  équations  du  n^  330, 

22 
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S.m{xdz — z<to)=lMUr, 

et  concevons  un  rayon  vecteur  dirigé  de  l'origine 
des  coordonnées  aU  poiot  du  système  dont  la  masse 
est  m.  Les  quantités  yttx-r^xdjr,  xdz — zdx ,  zdy-^dz 
représentent  respectivement  lé  double  des  aires  infini-^ 
ment  petites»  décrites  dans  le  temps  J(  par  les  projections 
de  ce  rayon  vecteur  sur  les  trois  plans  des  xy^  des  xz  ei 
des  yz.  Donc  ces  trois  équations  expriment  que  les 
sommes  de  ces  aires  multipliées  par  les  masses  m  crois- 
sent toujours  proportionnellement  au  temps.  D'où  l'ou 
peut  conclure  que  si  Ton  forme  à  une  époque  quelconque 
du  mouvement  d'un  système  la  somme  des  produits 
des  masses  de  chaque  point  matériel  par  les  aires  décrites 
dans  un  temps  donné  sur  un  plan  quelconque  par  les 
projections  de  leurs  rayons  vecteurs ,  on  trouvera  tou- 
jours pour  cette  somme  une  valeur  constante. 

Ce  résultat  s'énonce  plus  simplement  en  concevant 
les  masses  du  système  composées  de  divers  nombres  de 
parties  égales  entre  elles,  et  admettant  que  Ton  ait 
mené  de  l'origine  fixe  des  coordonnées  un  rayon  vecteur 
à  chacune  de  ces  parties.  On  pourra  dire  alors  que  la 
somme  des  aires  décrites  dans  un  temps  donné  par  les 
projections  dés  rayons  vecteurs  sur  un  plan  quelcon- 
que ,  doit  conserver  toujours  une  valeur  constante. 

On  reconnaît  d'ailleurs  que  les  aires  décrites  dans  un 
temps  quelconque  t  sur  les  trois  plans  coordonnés , 
exprimées  par  Nt,M£,Lf,  sont  proportionnelles  aux 
moments  des  trois  couples  composants  des  quantités  de 


-^,     >'  -^-^ — 
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mouvement  dea  ppints  matériela  ^  coupks  doj»t  il  i^  été 
question  dans  le  n^  330.  De  t>lus  il  existe  entre  une  aire , 
décrite  par  un  rayon  vecteur  dans  un  plan  quelconque , 
et  la  projection  de  cette  aire  snr  un  autre  plan  »  le  i^éme 
rapport  qu'entre  le  moment  d'i\n  couple  agissant  dans 
le  premier  plan  et  le  moment  de  ce  m^me  couple,  dé- 
composé dans  le  sens  du  second  plan.  On  doit  doac 
conclure  de  ce  qui  précède  1*"  que  la  somme  des  aires 
décrites  dans  le  temps  t  sur  le  plan  du  couple  résultant, 
c'est-à-dire  sur  le  plan  qui  forme  avec  le  plan  des  xy^ 
xz^yz  des  angles  ayant  pour  cosinus 

N  M  L 

.est  exprimée  par 

^  que  la  somme  des  aires  décrites  dans  le  temps  t  sur 
tout  autre  plan  formant  avec  celui-ci  un  angle  6,  est 
exprimée  par 

i  V/N•+M'+L^ce^.e , 

quantité  plus  petite  que  la  précédente. 

Ainsi  dans  le  cas  d'un  système  libre ,  non  sollicité 
par  des  forces  extérieures  ,  le  mouvement  s'opère  tou- 
jours de  telle  manière  que  la  somme  des  aires  décrites 
dans  un  temps  donné,  sur  ud  plan  quelconque,  par  Jes 
projections  des  rayons  vecteurs  émanant  d'un  centre 
fixe  pris  arbitrairement,  est  constante.  Il  existe,  pour 
chaque  centre  fixe  ,  un  plan  à  Tégard  duquel  la  valeur 
de  cette  somme  est  plus  grande  que  pour  tout  autre 
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plan  mené  par  le  même  point.  Ce  plan  du  maximum 
des  aires  conserve  une  direction  déterminée  qui  ne 
▼arie  pas  avec  le  temps.    • 

Ces  propriétés  ont  également  lieu  lorsque  le  système 
est  soumis  à  l'action  de  forces  extérieures,  constam- 
ment dirigées  vers  le  point  fixe  dont  partent  les  rayons 
vecteurs. 

333.  Les  résultats  présentés  dans  le  n*  331  donnent 
lieu  à  des  propositions  analogues.  Il  faut  concevoir 
qu'un  plan  quelconque  passant  par  le  centre  de  gravité 
du  système,  se  meut  parallèlement  à  lui-même  du  même 
mouvement  que  ce  centre  de  gravité.  Cela  posé,  on 
conclura  évidemment  de  ces  résultats  que  quel  que  soit 
le  mouvement  d'un  système  libre  qui  n'est  soumis  à 
l'action  d'aucune  force  extérieure ,  ou  seulement  à  Tac* 
tion  de  forces  extérieures  dont  la  résultante  passe  con-> 
stamment  par  le  centre  de  gravité,  1®  la  somme  des  aires 
décrites  dans  un  temps  donné  sur  le  pian  dont  il  s'agit 
par  les  projections  des  rayons  vecteurs  émanant  du 
centre  de  gravité  est  constante  ;  3^  que  le  plan  sur  lequel 
les  aires  décrites  forment  la  plus  grande  somme  se  dé- 
place en  suivant  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
sans  cesser  d'être  parallèle  à  sa  position  initiale. 

Ces  propriétés  remarquables  sont  connues  sous  le 
nom  de  Principe  des  aires.  Le  plan  du  maximum  des 
aires  est  désigné ,  d'après  Laplace ,  par  le  nom  de  plan 
invariable.  La  considération  de  ce  plan ,  qui  est 
importante  dans  les  études  relatives  au  système  du 
monde ,  facilite  les  recherches  analytiques. 

33^.  Considérons  maintenant, comme  dans  le  n*  328 , 
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l'effet  d'une  impulsion  inslantanée.  On  pourra  substi- 
tuer di^  Téquation 

(dx       dy        dz    '\ 
--j-Ar+-^fy+  -T-^*  j=S.^(Ar.co».«+^.cos.6+fe.co».7), 

de  ce  numéro  >  les  valeurs  de  9jr,  ix,  iz  qui  ont  été  em- 
ployées dans  le  n*  329  ;  ce  qui  conduira  aux  trois  équa- 
tions distinctes 


-,      /dx         dr    \    ^ 

/dz  dx  \ 

S.mf  —  X —  -j- s  jssS>(xco«.7-«-JScos.«), 

/dr  dz  \ 

S.mf—  z—  ^  j=S.*(zcos.e— j^cos.y) , 

qui  doivent  subsister  entre  les  quantités  de  mouvement 
imprimées  et  les  vitesses  initiales  que  ces  impulsions 
produisent.  En  comparant  ces  équations  à  celles  du 
n*  330  y  on  Toit  que  dans  le  cas  d'un  système  libre  les 
premiers  membres  conserveront  des  valeurs  invariables 
qui  ont  été  désignées  par  N,  M,  L.  Ainsi  ces  constantes 
représentent,  par  rapport  aux  axes  des  z^  des  jr  et  des  Xy 
les  moments  des  impulsions  initiales  auxquelles  est  dû 
le  mouvement  du  système. 

385.  On  peut  appliquer  une  transformation  analogue 
à  l'équation 

<di        dn       dl     \ 

donnée  à  la  fin  du  n""  328.  Elle  conduira  aux  trois  équa- 
tions 
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/dL  du    \ 

S./lf(   -7-  ïj  —  ;j-  5  )  =S.4»(>îC08.a— Hcos.6), 

/lit         d^  \ 
S./»(  —  5—  2Çj=S.*(Çcos.7— Çcos.a), 

S.WM   -7-  Ç —  U  js=S.*(ÇC0S.fi ^>]COS.7), 

dont  dépendent  les  vitesses  initiales  des  parties  du  sys* 
tème  rapportées  à  leur  centre  de  gravité.  D'après  le 
n*  331,  les  premiers  membres  conserveront  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement,  dans  le  cas  d'uii  système 
libre  ,  des  valeurs  constantes  qui  ont  été  représentées 
par  V ,  fA ,  >.  Ces^uantités  expriment  donc,  relativement 
aux  axes  menés  par  le  centre  de  gravité  du  système,  les 
moments  des  impulsions  initiales  par  lesquelles  le 
mouvement  a  été  produit. 

Principe  des  forces  uiues. 

336.  En  admettant  que  les  conditions  de  la  liaison  des 
points  matériels  ne  contiennent  pas  le  temps  dans  leur 
expression  analytique,  il  sera  permis  de  remplacer  dans 
réquation  du  n**  324, 

/d'x  d*r  d^z    \ 

les  variations  to ,  ^/,  ^z  par  les  différentielles  dà,  dy^ 
dz;  ce  qui  revient  à  prendre  pour  le  déplacement  dont 
dépendraient  les  valeurs  de  ces  variations ,  le  mouve- 
ment même  qu'affecte  le  système  dans  1  élément  du 
temps  qui  suit  l'instant  où  on  le  considère.  L'équation 
précédente  devient  alors 

-     dxd^x-\-efydy+dzd^z      ^  v  ^     .  «  .    .  «^ 

S.m ^    ^,         ^S.iXdx+Ydy+Zdz) , 
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ti  donne  en  intégrant  par  rapport  au  temps , 

qui  peut  s'écrire,  en  désignant  par  »/,  à  la  fin  d u^ temps  t, 
la  vitesse  du  point  matériel  dont  la  masse  est  m. 

S.mv>'=2S./(Xdx+Y4r+Zdz)  +  oonsi. 

Si  Ton  adopte  les  dénominations  indiquées  n*  llfc,  on 
exprimera  ce  résultat  en  disant  que  dans  un  temps  donné, 
l'accroissement  de  la  somme  des  forces  vives  des  points 
du  système  est  toujours  numériquement  égale  au  double 
de  la  somme  des  quantités  d'action  qui  ont  été  pro- 
duites dans  le  même  temps  par  toutes  les  forces  agissant 
sur  ces  points. 

337.  Lorsque  la  quantité  S  (Xjdx-\-Ydy+2^z) ,  est  la 

différentielle  exacte  d'une  certaine  fonction  II  des  trois 

variables  x^y,  Zj  en  sortejque  S(Xii3c+Y£fy-f-Zrfz)=aIÏ, 
Téquation  précédente  devient 

^o  ^^  ^o  représentant  les  valeurs  de  i/  et  II  qui  ont  lien 
dans  la  position  initiale  du  système.  La  valeur  de  la 
force  vive  dépend  uniquement  de  ]a  fonction  II,  de  l'état 
initial  du  système ,  et  des  positions  de  ses  parties  à  la 
fin  du  temps  t. 

La  fonction  S  {Xdx-j-Ydy  -j.  Zdz)  e^t  une  différent 
tielle  exacte  de  x ,yy  z  lorsque  les  forces  agissant  sur 
les  points  matériels  sont  dirigées  vers  des  centres  fixes  , 
et  sont  des  fonctions  des  distances  des  points  matériels 
à  ces  centres.  Elle  Test  encore  lorsque  ces  forces  pro- 
viennent des  actions  intérieures  qui  s'exercent  entre  Its 
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diffëreDU  poinU  du  ftystème ,  et  sont  des  fonctions  des 
distances  de  ces  points.  Soient  en  effet ,  dans  le  pre- 
mier cas,  a,  i,  c  les  coordonnées  d'un  centre  fixe 
dont  émane  la  force  R  agissant  sur  le  point  m  dont  les 
coordonnées  sont  x^jr,  z  k  la  un  àix  temps  t.  Dési- 
gnant par  r  la  distance  du  point  m  au  centre  fixe ,  ou 


aura  r=  )/{x—àf  +  (y— A)* + («— b)'  ;  et  si  la  force  R 
tend  à  éloigner  le  point  m  de  ce  centre»  l'expression  des 
trois  composantes  X,  Y,  Z  de  cette  force  sera 

AJF^R  '  y  xsgR  '         ,  Z=R 


Le  terme  relatif  à  la  force  R  dans  la  somme  dont  il  s'agit 
devient  donc  ici 

Or 

x—a       dr    y — b       dr       %—c       dr 


'  dx  '■       r         dy''      r         dz 

Donc  ce  terme  est  une  différentielle  exacte ,  puisque  R 
est  supposée  une  fonction  de  r.  Dans  le  second  cas, 
désignons  toujours  par  R  la  force  agissant  entre  deux 
points  m  et  ni  dont  les  coordonnées  à  la  fin  du  temps  t, 
sont  oc,  y,  je,  pour  le  premier  et  x\  y\J  pour  le  second. 
La  distance  rde  ces  deux  points  sera  exprimée   par 

V/(x—x')'+(x— /)'+(-?— -5')'  •  Admettons  que  la  force  R 
tende  à  écarter  les  deux  points  l'un  de  l'autre.  Les  trois 
composantes  de  l'effort  qu'elle  exerce  sur  le  point  9v^ 
seront 
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X=R.  ^^— ^  ,  Y=R.'?^ ,  Z=R. 

r  r  r     ' 

et  les  trois  composantes  de  l'effort  qu'elle  exerce  sur  le 
point  m',  seront 

X'=— R  fl^  ,  r=— R-?^  ,  71=— Yi 

r  r  r 

La  force  dont  il  s'agit  donnera  donc  le  terme 

qui  revient  encore  à  R^^r,  puisque 

et  qui  est  par  conséquent  une  différentielle  exacte, 
lorsque  R  est  supposée  une  fonction  de  r. 

338.  Lorsqu'aucune  force  n'agit  sur  les  points  du 
système,  l'équation  précédente  se  réduit  à 

La  somme  des  forces  vives  des  points  matériels  ne  varie 
pas  avec  le  temps ,  et  conserve  constamment  sa  valeus 
initiale. 

Les  propriétés  précédentes  sont  connues  sous  le  nom 
de  conservation  des  forces  vives.  Il  importe  de  recon- 
naître exactement  dans  quel  cas  elles  subsistent  ou  non. 

l*"  Si  le  système  est  constitué  de  la  manière  indiquée 
dans  le  n"*  230,  c'est-à-dire  s'il  est  formé  de  points  maté^ 
riels  assujettis  par  des  verges  ou  des  fils  parfaitement  ri- 
gides et  inextensiblesi  dootla  masséest  supposée  nulle,  les 
propositions  précédentes  subsistent  toujours  ;  lors  même 
que  quelques-uns  des  points  matériels  seraient  entière- 
ment fixes ,  ou  assujettis  à  se  mouvoir  sur  des  lignes  ou 
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des  surfaces  fixes  données.  Et  de  plus ,  les  <][uantitéft 
X ,  Y,  Z  ne  comprennent  alors  que  les  forces  appliquées 
extérieurement  au  système  ;  car  si  Ton  voulait  j  com- 
prendre les  actions  intérieures  résultant  des  tensions  ou 
contractions  des  liens  du  système ,  ou  même  les  efforts 
exercés  sur  les  obstacles  extérieurs  fixes ,  on  reconnaî- 
trait, par  les  n^'  239  et  2k0  ,  que  les  moments  virtuels 
des  efforts  dont  il  s'agit  donneraient  une  somme  nulle. 

2"*  Si  le  système  est  formé  de  points  matériels  réunis 
par  des  verges  ou  des  fils  extensibles  et  élastiques ,  dont 
la  masse  est  toujours  supposée  nulle ,  les  propositions 
précédentes  peuvent  être  admises  ;  mais  alors  il  est  né- 
cessaire de  comprendre  dans  les  quantités  X ,  Y,  Z,  non- 
seulement  les  forces  appliquées  extérieurement  au  sys- 
tème, mais  encore  les  actions  intérieures  qui  s'exercent 
entre  les  points  matériels  assujettis  entre  eux  par  des 
liens  élastiques.  En  effet,  comme  la  nature  de  ces  liens 
permet  alors  que  la  distance  des  deux  points  matériels 
entre  lesquels  une  telle  action  s'exerce ,  varie  lors  des 
cbangements  de  figure  du  système,  on  ne  peut  appli* 
quer  ici  ce  qui  a  été  dit  n"  239 ,  ni  admettre  en  général 
la  destruction  mutuelle  des  deux  moments  virtuels  don- 
nés par  l'action  dont  il  s'agit.  Dans  un  cas  de  cette 
nature,  si  les  actions  exercées  entre  deux  quelconques 
des  points  matériels  dépendent  uniquement  de  la  dis- 
tance actuelle  de  ces  points ,  les  termes  relatifs  à  ces 
actions  qui  devront  être  introduits  dans  la  formule 
\dx'}'Ydjr'\'Zdz  formeront,  comme  on  Ta  vu  ci-dessus , 
nne  différentielle  exacte  des  variables  ùt  ^y^z, 

^  La  remarque  précédente  s'applique  évidemment  au 
cas  d'un  système  tel  que  le  syitèmtr  planétaire ,  formé 
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par  des  corps  qui  se  iheuTent  indépe&dfljmment  les  uns 
des  autres ,  et  qui  agissent  les  uns  sur  les  autres  sans 
qu'il  paraisse  exister  entre  eux  aucun  lien  matériel. 
On  doit  comprendre  les  actions  mutuelles  de  ces  corps 
dans  les  quantités  désignées  par  X,  T,  Z.  Les  termes 
relatifs  à  ces  actions  mutuelles  formeront  une  diSérfsp- 
tielle  exacte  deor,  /,  z^  si  ces ac^ons  sont  exprimées  uni- 
quement en  fonction  des  distances  des  points  matériels. 

4"*  S'il  survient  un  choc  entre  les  parties  du  système , 
la  valeur  actuelle  de  la  somme  des  forces  vives  est  chan- 
gée par  le  seul  efiet  de  ce  choc  \  et  les  propositions  pré- 
cédentes ne  peuvent  plus  en  général  élre  appliquées.  En 
effet,  un  choc  introduitdansle  système  de  nouvelles  forces 
intérieures  agissant  entre  des  corps  qu'il  faut  regarder 
comme  unis  par  des  liens  compressibles  et  élastiques  ; 
en  sorte  que  l'on  devrait  comprendre  dans  le  second 
membre  de  Téquation  du  n*  336  les  quantités  d*action 
développées  par  ces  forces  pendant  la  durée  du  choc , 
pour  que  cette  équation  ne  cessât  point  de  donner  exac- 
tement la  valeur  de  la  force  vive  du  système. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  le  principe  de  la 
conservation  des  forces  vives  n'est  pas  aussi  général  que. 
les  propriétés  qui  ont  été  exposées  précédemment,  et 
qui  se  rapportent  à  la  conservation  des  quantités  de 
mouvement,  en  ce  sens  que  ces  dernières  propriétés  sont 
tout  à  fait  indépendantes  des  réactions  intérieures  des 
parties  du  système ,  ce  qui  n'a  pas  toujours  lieu  pour  la 
conservation  des  forces  vives. 

339.  Considérons  plus  particulièrement  Teffet  d'un 
choc  entre  les  parties  d'un  système  de  corps  en  mou* 
vement.  Il  sera  nécessaire  ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci«> 
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dessus,  de  comprendre ,  pendant  la  durée  du  choc,  dans 
le  second  membre  de  l'équation 
t  étx        d^Y        d^z    \ 

les  moments  virtuels  des  efforts  intérieurs  qui  ont  été 
produits  par  ce  choc.  Soit  en  général  N  la  valeur  de 
l'effort  exercé  à  la  fin  du  temps  t  entre  deux  corps  du 
système  que  le  choc  a  mis  en  contact,  et  n  la  distance 
du  point  de  contact  à  un  point  fixe  pris  sur  la  direction 
de  la  normale  commune  aux  surfaces  des  deux  corps 
menée  par  ce  point  :  M  Ai  représentera  le  moment  vir- 
tuel de  l'e&ort  N.  Si  Ton  désigne  d'ailleurs ,  pour  abré- 
ger, par  u,  1/ ,  tv  ^  les  vitesses  du  point  matériel  dont  la 
masse  est  m,  qui  ont  lieu  respectivement  à  la  fin  du 
temps  t,  dans  le  sens  des  x,  des  j^  et  des  z,  on  derra 
écrire 

S.m^^x4.  ^*^-f  !j&)=S.(Xte4-Y^4.Z&)-}-S.»A», 

équation  qui  subsistera  pendant  toute  la  durée  du  choc. 
Remarquons,  comme  on  la  fait  dans  le  n"*  258 ,  que  la 
durée  d'un  choc  étant  toujours  fort  petite ,  et  les  posi- 
tions respectives  des  parties  du  système  ne  subissant 
pendant  cette  durée  que  des  changements  très-petits  y 
il  n'y  aura  que  très-peu  d'erreur  à  considérer  pendant  le 
choc ,  dans  l'équation  précédente ,  les  variations  èx ,  fy^ 
Sz^  in,  comme  constantes  par  rapport  au  temps  £.  En 
admettant  cette  hypothèse ,  et  intégrant  par  rapport  au 
temps ,  il  viendra 

S.m[(tt— U)te+ ((^V)^^+(iv— W)to] 
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en  désignaûtpar  U,  V,  W  les  Taleors  des  vitesses  u, 
1/ ,  w,  qui  ont  lieu  à  l'instant  où  le  choc  commence ,  et 

prenant  les  intégrales  désignées  par  f  depuis  cet  instant 

jusqu'à  la  fin  du  temps  t.  Cette  équation  doit  également 
subsister  pendant  toute  la  durée  du  cboc. 

Nous  observerons  maintenant  1"*  que  les  forces  dési- 
gnées par  X ,  Y,  Z  ,  qui  représentent  les  actions  conti- 
nues exercées  sur  le  système  auront  généralement ,  dans 
les  cas  naturels ,  des  valeurs  très-petites  par  rapport  à 
celles  des  efforts  désignés  par  N  qui  sont  développés 
par  l'efièt  du  choc ,  et  par  conséquent  que  le  premier 
terme  du  second  membre  de  l'équation  précédente  peut 
être  négligé  par  rapport  au  second  terme;  â*"  que  la 

valeur  de  ce  second  terme  S  /  dt.TSSn  peilt  toujours  être 

supposée  nuUe;  car  il  suffît  pour  cela  d'admettre  que 
dans  le  déplacement  du  système  auquel  répondent  les 
valeurs  des  variations  to,  fy,  ^z ,  in^  les  surfaces  en 
contact  des  corps  qui  se  choquent  ne  se  séparent  point , 
mais  glissent  seulement  les  unes  sur  les  autres ,  puis- 
qu*alors  les  forces  donneront  toujours  des  moments  vir- 
tuels égaux  deux  à  deux  et  de  signes  contraires.  Ou  peut 
donc  écrire,  au  lieu  de  l'équation  précédente, 

S.m[(ii— U)*r+(pu- V)^-f  (11^— W)*2]  =aO. 

340.  Si  l'on  veut  maintenant  distinguer  les  divers  ré- 
sultats qui  auront  lieu  suivant  la  constitution  physique 
des  corps 9  conformément  aux  notions  présentées  dans 
les  n^  271  et  373  •  on  supposera  d'abord  qu'il  s'agisse  de 
corps  non  élastiques,  c'est-à-dire  tels  que  le  choc  est  fini 


I»  i>  » 
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quand  les  irapresûons  sont  parvenues  à  leur  maximum , 
et  que  les  surfaces  en  contact  des  deux  corps  ne  se  sépa- 
rent point  à  l'instant  de  la  fin  du  choc ,  mais  peuvent 
seulement  glisser  les  unes  sur  les  autres.  Dans  ce  cas, 
considérant  Tinstant  de  la  fin  du  choc ,  on  pourra 
prendre  pour  les  variations  Bx ,  fy^  9z  dans  Téquatioii 
précédente ,  les  espaces  dx^  dy,  dz  réellement  décrits 
par  les  points  matériels  dans  Télément  du  temps  dt  qui 
suit  l'instant  où  le  choc  finit ,  ce  qui  revient  k  remplacer 
te,  9yy  9z  par  udt ,  %>dt^  wdt;  car  les  espaces  udt^  v^dt, 
wdt  satisfont  alors  à  ces  deux  conditions  de  pouvoir 
élre  pris  pour  les  valeurs  de  Sx  ,•  tyy  9z  supposées  con- 
stantes pendant  toute  la  durée  du  choc,  et  de  rendre  nulle 
la  somme  des  moments  virtuels  TS^n,  L'équation  dont 
il  s'agit  donn^  alors 

S.m[tt*+p'-f  w^— (Ua+Vp+Ww)]  =  0, 

UjU^w  représentant  les  vitesses  qui  ont  lieu  à  la  fin  du 
choc. 
Considérons  l'expression 

S.»t[U'+V'+W-.(i*»+«;»+w")] , 

qui  représente  la  différence  entre  les  sommes  des  forces 
vives  des  parties  de  système  qui  ont  lieu  au  commen- 
cement et  à  la  fin  du  choc.  Si  l'on  y  ajoute  le  premier 
membre  de  Téquation  précédente  multiplié  par  2 ,  on 
n'en  changera  pas  la  valeur;  mais  cette  expression  se 
mettra  sous  la  forme 

d'où  l'on  conclut  que  la  force  vive  perdue  par  l'effet 
d'un  choc  entre  corps  non  élastiques  est  égale  à  la  force 


»>. 
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vive  qui  serait  due  aux  vitesses  perdues  respectivement 
par  chacun  des  corps  du  système.  Cette  proposition 
est  connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Garnot.  On 
voit  d'ailleurs  qu'un  choc  entre  les  corps  d'un  système 
a  toujours  pour  effet  d'en  diminuer  la  force  Tive. 

3<i>l.  On  démontre  également  la  proposition  dpnt  il 
s'agit  lorsque  Ton  considère  le  choc  entre  des  corps  par- 
faitement durs  de  la  manière  qui  a  été  indiquée  n^  275. 
£n  effet ,  d'après  le  n^  258,  le  mouvement  du  système 
est  assujetti  à  la  condition  que  les  quantités  de  mouve- 
ment finies  y  perdues  instantanément  par  l'effet  du  choc, 
qui  sont  représentées  respectivement  par  in(U — u), 
m  (  V — if),  m  (W— t*'  ),  fassent  équilibre  aux  quantités 
de  mouvement  imprimées  parles  forces  qui  agissent  sur 
le  système ,  prises  en  sens  contraire.  Or  les  forces  dé- 
veloppées par  le  choc ,  qui  ne  sont  autre  chose  que  les 
pressions  exercées  l'un  sur  l'autre  par  les  corps  que  le 
choc  a  mis  en  contact,  pressions  qui  ont  été  désignées 
par  N,  sont  toujours  égales  deux  à  deux,  et  dirigées  en 
sens  opposés  suivant  la  même  ligne  droite.  Elles  se 
détruisent  réciproquement,  et  l'équilibre  dont  on  vient 
de  parler  est  exprimé  simplement  par  l'équation 

S.m[(U— u)te-j-miV— i')«J>^4-m(W— w)&] =0 , 

c'est-à-dire  l'équation  même  qui  a  été  employée  ci-des- 
sus. On  doit  ici  faire  entièrement  abstraction  des  forces 
qui  agissent  d'une  manière  continue  sur  le  système , 
parce  que,  dans  un  temps  infiniment  petit ,  ces  force» 
né  donnent  que  des  quantités  de  mouvement  infiniment 
petites. 
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843.  Admettons  en  second  lieu,  comme  dans  le 
n"*  272 ,  que  le  choc  s'opère  entre  des  corps  parfaitement 
élastiques,  et  de  plus,  qu'à  l'instant  où  le  choc  finit, 
les  impressions  formées  dans  ces  corps  par  Tefièt  du 
choc  ont  entièrement  disparu.  Il  n'est  plus  permis  ici 
de  faire  à  l'égard  des  quantités  tr,  3)^,  fe ,  la  suppo- 
sition qui  a  été  faite  dans  le  n""  295 ,  parce  que  les 
surfaces  des  corps  se  séparant  dès  que  finit  le  choc, 
les  points  qui  étaient  en  contact  n*ont  plus  y  après  le 
choc,  les  mêmes  vitesses  dans  le  sens  de  la  normale 
commune  aux  deux  surfaces.  Mais  les  intégvdlesfdt.Jfin 
qui  entrent  dans  Téquation  du  n®  339 ,  en  les  sup- 
posant prises  depuis  le  commencement  jusqu'à  la  fin  du 
choc ,  auront  alors  des  valeurs  nulles  ;  parce  que  les 
variations  ^  sont  supposées  constantes  par  rapport  au 
temps,  et  que  ces  intégrales  se  trouvent  formées  de  deux 
parties  égales  et  de  signes  contraires.  D  où  Ton  conclut 
que  dans  les  cas  dont  il  s*agit ,  la  somme  des  forces  vives 
des  parties  du  système  reprendra  après  le  choc  la  même 
valeur  qu'elle  avait  auparavant  le  choc.  Cette  propo- 
sition ne  s'applique  point  à  tous  les  cas  où  les  chocs 
ont  lieu  entre  corps  parfaitement  élastiques,  mais  seu- 
lement aux  cas  très*particuliers  où  les  corps  sont  reve- 
nus complètement,  à  la  fin  du  choc,  à  leur  figure  natu-» 
relie. 

343.  Nous  considérerons  encore  le  cas  où  il  survien- 
drait, dans  un  système  de  corps  en  mouvement,  une 
explosion  instantanée,  c'est-à-dire  que  nous  admet- 
trons qu'il  s'étahlit  subitement  pendant  un  temps  très* 
court,  entre  deux  ou  plusieurs  corps  du  système,  de 
très-grands  efforts ,  tendant  à  écarter  ces  corps  les  uns 
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des  autres.  Nous  aurons  alors ,  comme  dans  le  n®  339  > 
pendant  la  durée  de  l'explosion ,  Téquation         * 

S.i»[(i«— U)te+(P— V)^-j-(w— W)fc]=0 , 

pourvu  que  Ton  attribue  aux  variations  dix,  ^,  Jz,  des 
valeurs  conformes  à  la  condition  énoncée  à  la  fin  de  ce 
numéro.  Or  on  satisfait  évidemment  à  cette  condition 
en  remplaçant  Sxj  Sy^  iZy  par  les  espaces  XJdt^  Ydt,  Wdt 
parcourus  par  les  points  matériels  en  vertu  des  vitesseï 
qui  avaient  lieu  à  Tinstant  où  l'explosion  a  commencé* 
Ainsi  nous  avons  ici 

S.m[Ui*+Vi^+Ww— (U"+V*+W)]=cO , 

et  Ion  en  déduit,  comme  dans  le  n® 295, 

S./n[a'+p'-Hv'— (U^+V+W)] 

==S.m[(»-Ur+(f^-.V)«  +(4v-W)«], 

d'où  il  suit  que  la  force  vive  acquise  par  le  système ,  à 
la  suite  de  l'explosion ,  estégale  à  la  force  vive  qui  serait 
due  aux  vitesses  acquises  respectivement  par  chacun  des* 
corps  du  système.  L'effet  d'une  explosion  est  toujours 
d'augmenter  la  force  vive  actuelle  du  système.- 

Skk.  On  peut,  en  admettant  la  restriction  qui  a 
été  énoncée  n^  336  ,  c'est-à-dire  en  supposant  les  con- 
ditions du  système  indépendantes  du  temps,  rempla- 
cer ^,  <^>i,  ^  par  d^j  dm,  dHi,  dans  l'équation  qui  se  trouve 
à  la  fin  du  n®  325 ,  ce  qui  donnera 

€i^d^l4-drid^7i+d'Cd't 
S.771  ^    ^tar^a  ri±a<.a  .  ^  SiXà^+Ydn^-Zdc)  ; 

dt 
et  en  intégrant  par  rapport  au  temps 

S./n — =  2Sy^(Xrf5+Y^7j+ZÉ;;)  +  const. 

23 
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Ainsi  le  principe  des  forces  vives  subsiste  également 
lorsque  l'on  considère  les  mouvements  des  points  ma- 
tériels relatifs  à  leur  centre  de  gravité. 

3h&.  Nous  terminerons,  par  une  remarque  relative 
aui  notions  qui  ont  été  présentées  dans  les  n^  S5â  et 
253.  Reprenons  l'équation  trouvée  n*^  336 

Smi^^smt^\^  2(n— n  J . 

On  en  conclut  que  la  somme  des  forces  vives  du  sys- 
tème aura  ses  valeurs  maiima  ou  minima  en  inéme 
temps  que  la  fonction  H;  et  comme  la  condition  du 
maximum  ou  du  minimum  de  cette  dernière  fonction 
est  ^n=0,  c'est-à-dire 

S(Xiir+Y4r+Z<^z)=0 , 
ou  bien 

il  en  résulte  cette  conséquence  remarquab ,  leque  dans 
le  mouvement  d'un  système^  la  force  vive  est  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  possible  lorsque  ce  système 
se  trouva  dans  des  positions ,  ou  présente  des  figures 
telles,  que  les  forces  qui  lui  sont  appliquées  se  feraient 
mutuellement  équilibre.  Ainsi  la  recbercbe  des  posi- 
tions du  système ,  dans  lesquelles  il  y  a  équilibre  entre 
des  forces  données,  répond  à  la  recherche  des  positions 
où  la  force  vive  du  système,  mû  par  Faction  de  ces 
mêmes  forces,  est  un  maximum  ou  un  minimum. 

On  démontre  de  plus,  l""  que  l'équilibre  est  stable 
(c'est-à-dire  que  le  système  est  dans  une  situation  telle 
qu'il  y  revient  de  lui-même  par  la  saule  action. des  forces 
qui  lui  sont  appliquées ,  quand  on  lui  a  fait  subir  un 
très-pelit  déplacement) ,  lorsque  la  valeur  de  la  force 
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vive  est  un  maximum;  S""  que  l'équilibre  est  instablev 
lorsque  la  valeur  de  la  force  vive  est  un  minimum  » 
Cette  propositioo  est  une  ounséqueuce  immédiate  die  la 
démmistration  du  principe  des  vitesses  virtuelles  qui  a 
été  rapportée  dans  len*"  387.  Désignons  en  éfiet  par  jt», 
p'^j/^etc^lesdistances  qui  existent  respectivement  entre 
les  moufles  fixes  etmebiles  A  et  B,  A^  et  B^,  A"  etW,  etc. 
La  somme  des  longiMuss  des  cordp^às  qui  réunissent 
ces  moufles  les  unes  aux  autres  sera.  évidoÉimént 
Pp  -}-•  PjP'+  P'y+  €tc»  Soit  de  plus  c  la  lôiigueur  co«-^ 
stante  des  parties  du  fit  qui  vont  d'une  moufle  fixeà  une 
autre  en.  passant  sur  des  poulies  de  renvoi  paiement 
fixes;  et  enfin  désignons  par  s  la  partie  du  fil  qui 
est  placée  au  delà  de  la  dernière  poulie  de  renvoi,  et  à 
l'extrémité  de  laquelle]  le  poids  est-attaché.  La  longueur 
totale  du  fil,  qui  est  constante,  sera  représentée  par 

Pp+F/>'+Fy'+etc. ,+c+5  ; 

et  si  Von  suppose  les  quantités  F,  P',  F',  etc. ,  indé->- 
pendantes  dep,  p'f  p"*  etc.;  ce  qui  est  permis  loréque 
Ton  ne  considère  qu'un  déplacement  très-petit  du  sys- 
tème ,  la  quantité  Pp+Pp'-hP'yTh  ^^^'  >  prise  avec  un 
sisne  coptrairç,  reviendra  à  celle  qui  a  été  désignée  ci* 
dessus  par  II.  Ainsi  la  longueur  du  fil  est  également 
exprimée  par 

Or  si  la  valeur  de  II ,  et  par  conséquent  celle  de  s^  sont 
des  maximums,  un  petit  dérangement  quelconque  du 
système  fera  montei^  le  poids  ;  et  comme  ce  poids  tend 
toujours  &  deiseendre',  le  système  reviendra  de  lui-même 
à  sa  position  primitive.  Si  au  contraire  les  valeurs  de  IT 
et  de  f  sont  des  minimums  ,  un  dérangement  semblable 
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fera  descendre  le  poids  ,  qui  continuera  alors  à  des^ 
cendre,  et  le  système  s'écartera  de  plus  en  plus  de  la 
position  où  il  se  trouvait  en  équilibre.    . 

34^6.  La  même  proposition  peut  encore  être  démontrée 
de  la  manière  suivante.  Considérons  le  système  dans  la 
situation  où  les  forces  qui  lui  sont  appliquées  se  font 
équilibre,  et  où  la  valeur  de  la  fonction  II,  que  nous 
désignerons  par  II, ,  est  un  maximum  ou  un  minimum. 
Admettons  ensuite  qu'on  imprime  à  chaque  point  m 
une  vitesse  très-petite  t^^ ,  en  sorte  que  le  système  com* 
mencera  à  se  mouvoir  avec  une  force  vive  initiale  éga- 
lement très-petite,  représentée  par  S.m^/.  Après  un 
certain  temps  t  la  force  vive  du  système  sera  donnée 
par  l'équation 

s.iifj^=s.mp/+2(n— n„^. 

Mais  si  nous  représentons  les  coordonnées  x,/,  z  qui 
appartiennent  au  point  ma  la  fin  du  temps  t  par  x^-^-l , 
yo"Hï  »  ^o"}"^  »  ^®  même  les  coordonnées  afj  ^,  z'  appar- 
tenant à  un  autre  point  m' du  système  à  la  fin  du  temps  c 
par  0?/+?',  y,'-Hî',  z^-^^  et  ainsi  des  autres  ;  nous  pour- 
rons développer ,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans 
l'article  XIII  des  Leçons  d^ Analyse  ,  la  fonction  II  en 
une  série  telle  que 

no+'2^'+ '2^"+«r'"+  etc., 

dans  laquelle  le  terme  ^  contiendra  seulement  les  pre- 
mières puissances  des  variables  Ç ,  /a  ,  C  ;  $',  p  ,  c'  ;  etc.  ;  le 
terme  <9*"  contiendra  les  carrés  et  les  produits  deu&  à 
deux  de  ces  mêmes  variables  ;  le  terme  ^"  contiendra 
leurs  troisièmes  puissances  et  leurs  produits  trois  à  trois  ^ 
et  ainsi  de  suite.  Et  si  les  valeurs  jc,,  /o,  «•;  Jp'«i  etc.^ 
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i^endent, comme  on  le  suppose,  la  fonction  n  un  maximum 
on  un  minimum  ,  on  aura,  d'après  les  n""'  14^7  et  suivants 
des  Leçons ^ Analyse ,  V=0,  et  lequation  précédente 
se  réduira  à 

dans  laquelle  la  quantité  2  ('2»'"+^"+ €  te.)  sera  néces- 
sairement négative  dans  le  cas  du  maximum  et  positive 
dans  le  cas  du  minimum.  Or,  le  premier  membre  S.mt/' 
est  toujours  positif;  donc ,  1*"  dans  le  cas  du  maximum  , 
la  valeur  absolue  de  2  (<r"+''^"H~  etc.)  ne  pourra  jamais 
surpasser  S. m^o*  qui  est  supposée  très-petite,  ce  qui  en- 
traîne la  conséquence  (ainsi  qu'on  peut  le  reconnaître) 
que  les  variables  S,  n,  *;  ;  t*  etc.,  ne  peuvent  prendre  que 
des  valeurs  très-petites  ;  2®  dans  le  cas  du  minimum,  au- 
cune condition  ne  limite  la  valeur  de  la  quantité  dont 
il  s'agit ,  ni  par  conséquent  les  valeurs  de  ces  variables. 
La  recherche  du  mouvement  du  système  monlrerait 
effectivement  que  dans  ce  dernier  cas  les  vitesses  des 
points  matériels  tendent  à  augmenter  de  plus  en  plus. 

Principe  de  la  moindre  action . 

347. ^Considérons  la  quantité. 

S.mfds.v , 

qui  se  forme  en  prenant  le  produit  de  la  masse  de  cha- 
que point  ma^iel  par  l'intégrale  fds-u.  Nous  représen- 
tons par  ^5  l'éléoa^tde  la  trajectoire  décrite  parle  point 
dont  la  masse  est  m  dans  le  temps  dt,  et  par  u  la  vi- 
tesse de  ce  métoe  point  à  la  fin  du  temps  £.  L'intégrale 
Jds,u  est  prise  entre  deux  points  donnés  de  la  tra- 
jectoire qui  ont  des  positions  fixes  dans  l'espace,  et  par 
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lesquels  le  point  matériel  m  est  assujetti  à  passer. 
Entre  ces  deux  points  fixes  la  trajectoire  décrite  par 
ce  point  n'est  pas  déterminée  d'avance  ;  elle  dépendra 
des  conditions  du  système  et  des  forces  qui  lui  sont 
appliquées.  Gela  posé,  le  principe  de  la  moindre 
action  consiste  en  ce  que,  pour  un  système  et  des 
forces  quelconques ,  les  trajectoires  décrites  par  les 
divers  points  matériels  entre  les  limites  fixes  données 
seront  toujours  telles  que  la  quantité  S,mJ'ds.v  sera 
un  maximum  ou  un  minimum  (c'est-à-dire  plus 
grande  ou  plus  petite  que  pour  toute  autre  trajectoire 
possible),  les  intégrales tydlr.t^  étant  prises  entre  ces 
mêmes  limites. 

Cette  proposition  convient  seulement  aux  cas  où  les 
conditions  du  système  sont  indépendantes  du  temps,  et 
où  la  fonction  S{Xdx'\-Ydj--\-Zdz)  est  une  difierentielle 
exacte  d'une  certaine  fonction  II  des  variables  x,  y,  z. 
Pour  la  démontrer,  il  suffira  de  faire  voir  que  Ton  aura 
toujours 

^.m  y*ii5.i'r=0. 

En  effet  l'on  a 

9S.mds.u=S,m(f/.9ds+dsJtf)=S,m(2-^ds^ diJif"  \ 

Mais  d'une  part 

,        £h:.9djC'\'{fy'Jify'^dz,âdz 

ils 

et  d'autre  part ,  d'après  le  n""  336 

■•  dr 

donc ,  en  substituant  ces  deux  valeurs 

3S.nuls.,  =  S.md.  Z^-^-^^+y -»^^  J'| 
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Intégrant  maintenant  par  rapport  à  t ,  l'intégrale  in- 

ilennie  du  second  membre  sera  b^m -j , 

quantité  nulle  aux  deux  limites,  puisque  les  deux  extré- 
mités des  trajectoires  étant  données,  on  a  pour  ces  points 
^x=0,  ày=0,  ^zsrO-  Ainsi  1  on  a  entre  ces  limites 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

3^8.  L'équation  précédente  revient  d'ailleurs  à 

en  sorte  que  le  principe  dont  il  s'agit  peut  aussi  s'ex- 
primer en  disant  que  l'intégrale,  prise  par  rapport  au 
temps,  des  forces  vives  du  système  qui  ont  Jieu  entre 
deux  positions  données ,  est  toujours  la  plus  grande  ou 
la  moindre  possible. 

'    XXIII.  GAtCUL  DE  l'effet  DES  MACHINES. 

ik9.  Les  machines  sont  employées  pour  remplacer, 
dans  les  travaux  des  arts,  l'action  immédiate  de  l'homme 
ou  des  animaux.  Calculer  Veffet  d'une  machine,  c'est 
estimer  la  quantité  de  travail  que  Ton  peut  opérer  par 
son  moyen  dans  dei  circonstances  données. 

Maljpré  la  diversité  que  présentent  les  opérations  aux- 
quelles les- machines  sont  appliquées,  on  reconnaît 
qu'elles  ont  toutes  des  éléments  .communs,  au  moy«n 
desquels  on  peut  les  apprécier  d'une  manière  générale 
et  régulière.  En  effet ,  toutes  les  fois  qu'il  y  a  untra^ 
yail  fait  par  une  machine  (  c'est-à-dire  une  opération 
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effectuée  doDt  il  résulte  la  productiou  d'un  objet  utile 
ayant  une  valeur  subsistante  ) ,  il  y  a  oécessai rement  un 
effort  exercé  sur  un  point  qui  parcourt  en  même  temps 
un  espace  dans  le  sens  de  cet  effort.  La  réunion  de  ces 
deux  circonstances ,  efi^ort  exercé ,  et  espace  parcouru 
dans  le  sens  de  l'effort ,  est  nécessaire  pour  constituer  un 
travail  utile  auquel  on  puisse  attribuer  une  valeur. 

La  vérité  de  ce  principe  est  manifeste  dans  les  appa- 
reik  dont  l'objet  est  d'élever  des  corps  pesants,  par 
exemple  dans  les  machines  qui  servent  à  élever  de 
l'eau.  Elle  ne  Test  pas  moins  dans  la  plupart  des  autres 
machines  y  où  Ton  reconnaît  facilement  qu'au  point 
où  le  travail  s'effectue  un  effort  est  toujours  exercé  par 
une  partie  de  l'appareil  qui  est  mue  dans  le  sens  de 
cet  effort. 

350.  En  général ,  on  distinguera  dans  les  machines  : 
lo  Taction  du  moteur^  c'est-à-dire  la  cause  qui  a  pro- 
duit dans  Torigine  le  mouvement  des  parties  de  l'appa- 
reil ,  qui  entretient  ce  mouvement  et  empêche  qu'il  ne 
soit  détruit  par  des  causes  opposées  ;  2^  l'action  de  la 
résistance  y  action  qui  résulte  immédiatement  du  tra- 
vail que  la  machine  peut  effectuer,  et  qui ,  s'exerçant 
dans  un  sens  contraire  à  celui  de  Faction  du  moteur,  tend 
continuellement  à  détruire  le  mouvement  des  parties  de 
la  machine. 

On  reconnaîtra  de  plus,  conformément  à  ce  qui  a  été 
dît  dans  le  n®  précédent ,  que  l'action  du'moteur  con- 
siste en  ce  qu  un  effort  constant  ou  variable  est  exercé 
sur  un  certain  point  de  la  machine  qui  se  meut  dans 
le  sens  de  cet  effort;  et  de  même,  que  l'action  de  la 
résistance  consiste  en  ce  quun    certain   point   de    la 
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machine  exerce  sur  un  corps  étranger  un  effort ,  et 
se  meut  dans  le  sens  de  cet  effort.  On  pourra  même, 
dans  la  plupart  des  cas»  mettre  ces  circonstances  en 
évidence,  en  remplaçant  effectivement  l'action  du  moteur 
par  la  descente  verticale  d*un  poids  égal  à  Teffort  que  ce 
moteur  exerçait ,  et  attaché  à  l'extrémité  d'une  corde 
tendue  dans  le  sens  de  cet  effort  ;  et  en  remplaçant 
aussi  l'action  de  la  résistance  par  l'élévation  verticale 
d'un  poids. 

351.  Connaissant  ainsi  la  nature  de  l'action  des  mo* 
leurs  sur  les  machines  pour  y  produire  et  entretenir 
le  mouvement  et  celle  des  machines  sur  les  résistances 
pour  effectuer  l'opération  à  laquelle  la  machine  est 
destinée ,  et  sachant  que  ces  actions  peuvent  être  assi- 
milées à  la  descente  ou  à  l'élévation  d'un  corps  pesant , 
on  voit  facilement  à  quoi  se  réduit  leur  évaluation.  Il 
est  visible  en  effet  que  l'action  résultante  de  la  descente 
d'un  poids,  ou  le  travail  nécessaire  pour  élever  un  poids, 
sont  d'autant  plus  grands  que  le  poids  est  plus  grand 
et  que  la  hauteur  est  plus  grande.  Par  conséquent , 
si  l'on  nomme 

P,Q  les  efforts  supposés  constants,  exercés  respecti- 
vement dans  une  machine  aux  points  d'application 
du  moteur  et  de  la  résistance  ; 

p^q  les  espaces  parcourus  respectivement  dans  un 
temps  donné  par  ces  points  dans  le  sens  des  efforts 

P,Q; 

l'action  exercée  par  le  moteur,  et  la  quantité  de  travail 
ou  Teffet  produit  par  la  machine  dans  le  même  temps, 
seront  exprimés  par  les  nombres  Pp  et  Q9. 
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Dans  le  cas  où  les  efforts  P,Q  ne  sont  point  con» 
stants ,  on  les  considérera  comme  donnés  en  fonction 
des  espaces p,^  parcourus  respectivement  dans  la  direc- 
tion de  ces  efforts  :  l'action  exercée  par  le  moteur  et 
l'effet  produit  par  la  machine  seront  exprimés  par  les 
intégrales 


ipdp      et       I 


Qdq, 


prises  entre  les  limites  correspondant  aux  instants  où 
commence  et  finit  le  travail. 

On  voit  par  là ,  et  d'après  les  définitions  données 
n*^  ikk ,  que  les  quantités  d'action  exercées  respective- 
ment pendant  le  mouvement  de  la  machine  aux  points 
d'application  du  moteur  et  de  la  résistance  donnent 
l'évaluation  numérique  de  l'action  du  moteur  et  du  tra- 
vail effectué  par  l'appareil.  Ainsi ,  les  nombres  qui  re- 
présentent l'action  du  moteur  ou  l'effet  de  la  machine 
sont  formés  du  produit  d'un  nombre  d'unités  de  poids 
par  un  nombre  d'unités  linéaires.  On  peut  regarder  les 
nombres  dont  il  s'agit  comme  composés  d'unités  dont 
chacune  est  le  travail  nécessaire  pour  élever  l'unité  de 
poids  à  l'unité  de  hauteur,  c'est-à-dire ,  dans  notre  sys- 
tème de  mesures,  pour  élever  un  poids  d'un  kilogramme 
à  une  hauteur  d'un  mètre. 

352.  Considérons  maintenant  une  machine  en  mou' 
vement.  L'ensemble  des  corps  dont  elle  est  formée  consti- 
tue un  système  auquel  on  peut  appliquer  les  notions 
générales  exposées  dans  les  articles  précédents.  Ce  sys- 
tème est  soumis  à  l'action  des  forces  extérieures ,  qui 
sont  principalement  l'effort  exercé  par  le  moteur  dans  le 
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sens  du  mouvement ,  et  l'eflort  exercé  par  la  résistance 
en  sens  contraire  du  mouvement.  Il  peut  exister  aussi 
d'autres  actions  extérieures  ,  telles  que  la  résistance  des 
milieux  dans  lesquels  les  parties  de  la  machine  se  meu- 
vent. De  plus ,  il  se  produit  généralement  des  actions 
intérieures,  auxquelles  le  mouvement  même  des  parties 
de  l'appareil  donne  naissance,  et  qui  s'exercent  toujours 
en  sens  contraires  de  ce  mouvement.  En  prenant  en 
considération  toutes  ces  forces  y  on  peut  reconnaître 
d'une  manière  générale  les  conditions  auxquelles  la 
marcbe  d'une  machine  est  assujettie. 

Conservons  les  dénominations  du  n®351 ,  et  désignons 
de  plus  par 

F  l'effort  qui  doit  être  surmonté  pour  vaincre  une  des 
résistances  produites  par  le  mouvement  de  l'ap* 
pareil  ; 

/  l'espace  parcouru  à  la  fin  du  temps  t  dans  la  di- 
rection de  l'effort  F  ; 

m  la  masse  d'un  des  points  matériels  dont  les  parties 
de  la  machine  sont  composées  ; 

i*    la  vitesse  de  ce  point  à  la  fin  du  temps  t  ; 
nous  aurons,  d'après  le  n^  336 , 

-Ls.mf^'rs:  |P4>-.S  IFdf—iQdq'i'Consi (A) 

Le  terme  SjFdf  représente  la  somme  de  toutes  les 
]ntéi>;rales  fFdfqni  sont  données  par  les  diverses  résis- 
tances produites  par  le  mouvement  de  la  machine,  et  que 
l'aptioD  du  moteur  doit  surmonter. 


^  • 
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En  «lifiérentiant  par  rapport  au  temps  l'équation 
précédente  ;  elle  devient 

S.mt^dv^fdp—SFdf--<^ (B) 

Ces  relations  donnent  lieu  aux  remarques  suivantes. 

353.  Dans  les  premiers  instants  où  une  machine  est 
mise  en  mouvement,  et  où  la  vitesse  de  ses  parties  aug- 
mente progressivement ,  le  second  membre  de  1  équa- 
tion (B)  est  nécessairement  positif,  Faction  du  moteur 
l'emportant  sur  celle  des  résistances.  Mais  il  arrive  tou- 
jours ,  par  la  nature  de  ces  actions ,  que  Teffort  du  mo- 
teur diminuant  et  Teffort  de  la  résistance  augmentant  au 
contraire  à  mesure  que  les  vitesses  i^  augmentent ,  la 
valeur  du  second  membre  de  l'équation  (B)  tend  à  de- 
venir nulle.  Lorsque  cela  a  lieu ,  cette  équation  donne 
difszO  ;  et  si  les  efforts  désignés  par  P,  Qet  F  conservent 
leurs  valeurs  actuelles,  les  vitesses  des  parties  de  Tappa- 
reil  ne  subissent  plus  aucune  variation  »  et  la  machine 
se  meut  constamment  d'un  mouvement. uniforme. 

Cette  uniformité  dans  le  mouvement ,  qui  est  le  ré- 
sultat de  l'invariabilité  supposée  des  efforts  P,QtF 
à  partir  de  l'instant  où  leurs  valeurs  ont  satisfait  à 
l'équation 

Vdp^SFdf-^-QdqzzzO^ (G) 

a  effectivement  lieu  dans  un  grand  nombre  de  cas.  Elle 
s'établit  ordinairement  après  un  intervalle  de  temps 
très-court  compté  du  moment  où  la  machine  a  commencé 
à  se  mouvoir.  On  voit  que  dans  les  cas  dont  il  s'agit ,  les 
efforts  constants  exercés  par  le  moteur  et  la  résistance 
ont  des  valeurs  telles ,  ^ue  ces  efforts  se  feraient  mu- 


« 
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tuellement  équilibre  sur  la  machine ,  conformément 
aux  lois  de  la  statique  :  et  c'est  d'après  cette  remarque 
que  l'on  établira  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
actions  respectives  du  moteur  et  de  la  résistance  pour 
que  le  travail  de  la  machine  puisse  s'effectuer.  On  re- 
connaît de  pkis  que ,  dans  un  intervalle  de  temps  quel- 
conque, la  quantité  d'action  produite  par  le  moteur  à 
son  point  d'application ,  est  égale  à  la  quantité  d'action 
produite  au  point  d'application  de  la  résistance ,  aug- 
mentée des  quantités  d'action  dues  aux  résistances  in- 
térieures ;  en  sorte  que  si  ces  dernières  résistances 
étaient  nulles  (  ce  qui  est  impossible  ),  il  y  aurait  égalité 
entre  les  quantités  d'action  produite  par  le  moteur  et 
,  consommée  par  la  résistance. 

35^.  Si  les  valeurs  des  efforts  du  moteur  et  des  résis- 
tances ne  sont  point  constantes ,  le  mouvement  de  la 
machine  n'est  pas  uniforme.  Il  présente  alors  des  varia- 
tions régulières  et  périodiques  qui  tiennent  à  ce  que 
l'effort  du  moteur  est  alternativement  plus  grand  ou 
plus  petit  qu'il  ne  devrait  être  pour  faire  équilibre  à 
l'effort  de  la  résistance.  Quand  l'effort  du  moteur  est 
plus  grand  qu'il  ne  devrait  être  pour  l'équilibre ,  le 
second  membre  de  l'équation  B  du  n®  352  est  positif,  et 
la  vitesse  des  parties  de  Tappareii  augmente  avec  le 
temps.  L'inverse  a  lieu  lorsque  l'effort  du  moteur  est  au 
contraire  plus  petit  qu'il  ne  devrait  être  pour  l'équi- 
libre. Le  second  membre  de  l'équation  B  est  alors  néga- 
tif,  et  la  vitesse  décroît  avec  le  temps.  La  nature  du 
mouvement  consiste  donc ,  dans  ce  cas ,  en  ce  que  la 
vitesse  croit  et  décroît  alternativement  en  oscillant  au- 
tour d'une  valeur  moyenne.  Les  maxima  et  minima  de 
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la  vitesse  ont  lieu  dans  les  instants  où  di^ssO ,  c'est-à-dire 
lorsque  la  conditioD  exprimée  par  1  équation  (G)  subsiste, 
on  lorsque  les  efforts  du  moteur  et  de  la  résistance  ont 
les  valeurs  convenables  pour  se  faire  réciproquement 
équilibre  sur  la  machine.  Les- écarts  de  la  vitesse ,  a  par- 
tir  de  sa  valeur  moyenne ,  sont  d'autant  plus  gtands , 
tout  étant  égal  d'ailleurs ,  que  la  masse  et  la  vitesse  ac- 
tuelle des  parties  de  la  machine  sont  plus  petites. 

Si  d'ailleurs  le  mouvement  s'opère  d'une  manière  ré^ 
gulière,  les  mêmes  valeurs  des  efforts  du  moteur  et  des 
résistances ,  et  les  même»  valeurs  de  la  vitesse  de  cha- 
que partie  se  reproduisent  dans  le  cours  de  chacune  des 
périodes  entre  lesquelles  la  durée  du  mouvement  est 
partagée.  Par  conséquent  la  force  vive  des  parties  de  la 
machine  reprend ,  à  la  fin  d'unede  ces  périodes,  la  même 
valeur  qu'elle  avait  au  commencement.  D'oà  l'on  peut 
conclure,  par  l'équation  (Â)  dtt.n^SSâ,  que  dans  uo 
intervalle  de  temps  comprenant  un  nombre  entier  des 
périodes  dont  il  s^^agit,  la  quantité  d'action  produite  par 
le  moteur  est  toujours  égale  aux  quantités'  d'action  «on- 
sommées  parla  résistance  résultant  du  travail  de  la  iha-> 
chine ,  et  par  les' résistances  intérieures  [^oduites  par  le 
mouvement  même  des  parties  de  Tappàreili 

Lorsque ,  comme  on  Ta  supposé  n"  3S3 ,  lemouvenieiit 
d'une  machine  est  uniforme  ^  la  relation  qui  doit  être 
établie  entre  le  moteur  et  la  résistance  résulte  de  ce  que 
leurs  efforts  doivent  avoir  les  valeurs  convenabLas  .pour 
qu'il  y  ait  équilibre  statique  entre  ces  effort».  Lorsque, 
comme  nou»  le  supposons  ici ,  le-  mouvement  présente 
des  variations  périodiques,  cette  même  rtiiation  doit 
résulter  de  l'égalité  des  quantités  d'action  .produites 
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respectivement  par  la  résistance  dans  le  cours  de  chaque 
période.  On  posera  donc  l'équation 

(pdp=sJFdf+SQdq, (D) 

les  intégrales  f  étant  supposées  prises  pour  un  inter- 
valle de  temps  au  commencement  et  à  la  fin  duquel  les 
vitesses  désignées  par  »/  ont  les  mêmes  valeurs.  Et  cette 
équation  devra  être  considérée  comme  exprimant  une 
sorte  ^équilibre  dynamique,  d'après  lequel  la  grandeur 
de  l'action  du  moteur  qui  exécuterait  un  travail. donné 
pourrait  toujours  être  déterminée. 

355.  La  question  qui  se  présente  ordinairement  dans 
le  calcul  d*une  machine  consiste  à  déterminer  l'action  du 
moteur  qui  est  nécessaire  pour  produire  un  efiet  donné  ; 
ou  bien  l'effet  qui  sera  produit  par  la  machine  lorsqu'on 
lui  appliquera  un  moteur  dont  l'action  sera  donnée.  On 
voit  par  les  notions  précédentes  que  cette  question  est 
toujours  ramenée  à  distinguer  les  efforts  exercés  gux 
points  d'application  du  moteur  et  de  la  résistance ,  et  à 
savoir  apprécier  les  forces  intérieures ,  telles  que  les 
frottements  et  autres  résistances  de  cette  nature ,  que 
l'action  du  moteur  doit  surmonter.  Ces  forces  étant  éva- 
luées y  l'application  des  principes  de  statique  et  de  dyna- 
mique exposés  dans  les  articles  précédents  conduira 
toujours  à  la  connaissance  des  relations  cherchées ,  rela- 
tions dont  la  nature  a  été  indiquée  dans  les  n^353et354. 
Nous  ne  pouvons  d'ailleurs  entrer  ici  dans  les  détails 
qui  seraient  nécessaires  pour  mettre  à  même  d'apprécier 
dans  divers  cas  les  résistances  intérieures,  objet  qui  exige 
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une  étude  spéciale  ;  et  nous  ajouteroDS  seulement  une 
remarque  relative  au  cas  où  il  s'opérerait  des  chocs  dans 
le  mouvement  de  l'appareil. 

On  doit  alors  appliquer  les  notions  présentées  dans 
les  n~  339  et  suivants  ;  et  par  conséquent  TaltératioK 
produite  dans  le  mouvement.de  l'appareil  par  l'effet 
d'un  choc ,  doit  être  considérée  comme  dépendant  de  la 
nature  physique  des  corps  ,  et  par  conséquent  comme 
inconnue ,  à  moins  d'une  recherche  spéciale  fondée  sur 
la  définition  mécanique  de  leur  composition.  Mais  on 
regarde  ordinairement  dans  les  applications  les  corps 
entre  lesquels  les  chocs  s'opèrent  comme  présentant  les 
propriétés  admises  dans  le  n*  3(k0  ,  d'où  il  résulte  que 
les  surfaces  en  contact  des  deux  corps  qui  se  sont  cho- 
qués, sont  supposées  ne  point  se  séparer  dans  l'instant 
qui  suit  le  choc,  et  que  par  l'effet  du  choc  lesystème  a 
perdu  la  quantité  de  force  vive  qui  serait  due  aux 
vitesses  que  les  corps  ont  perdues.  En  opérant  d'ail-^ 
leurs  conformément  aux  notions  présentées  dans  le 
n^  t75,  et  à  ce  qui  a  été  dit  à  la  fin  du  n"  341  y  oa 
déterminera  toujours  les  changements  de  vitesse  résui* 
tant  des  chocs ,  détermination  pour  laquelle  il  faudra 
en  général  prendre  en  considération  des  résistances  par- 
ticulières qui  ne  se  développent  qu'à  l'instant  du  choc , 
et  cessent  quand  il  est  terminé.  On  pourra  donc  appré- 
cier les  pertes  de  force  vive  qui  résulteraient  d'un  choc. 
Quant  à  la  manière  d'en  tenir  compte  dans  le  calcul  de 
la  machine  ;  soit  en  général  m  la  masse  d'une  partie  de 
cette  machine ,  et  (^  la  différence  entre  les  vitesses  de 
cette  partie  qui  ont  lieu  avant  et  après  le  choc  :  la 
perte  de  force  vive  due  au  choc  sera ,  d'après  ce  qui  a 
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élé  dit  ci-dessus ,  et  conformément  au  n<*  3iikl ,  expri- 
mée par  S.mM*,  le  signe  S  indiquant  que  l'on  a  formé  la 
somme  de  toutes  les  pertes  de  force  vive  mu^  qui  ont  eu 
lieu  dans  l'appareil.  On  en  conclut  que  les  forces  inté- 
rieures, développées  pendant  la  durée  du  choc,  ont  pro- 
duit une  quantité  d'action  exprimée  numériquement 
par  {  Smi^';  et  par  suite  qu'en  posant  l'équation  (D)  et 
opérant  de  la  manière  indiquée  n^  35il^ ,  on  doit  ajouter 
cette  quantité  d'action  au  second  nombre ,  et  écrire  : 

fpd;p=sfFfl^-|--i.S.m^'+fQ^ (E) 

Il  est  nécessaire  en  effet  que  le  moteur  ait  reproduit 
dans  le  sens  du  mouvement  la  quantité  d'action  que  les 
forces  développées  par  le  choc  ont  consommée;  puisque 
nous  supposons  qu'à  la  fin  de  l'intervalle  de  temps  pour 

lequel  les  intégrales  désignées  par  J  sont  prises ,  toutes 
les  parties  de  l'appareil  ont  repris  les  vitesses  qui 
avaient  lieu  au  commencement  de  cet  intervalle ,  en 
sorte  que  la  force  vive  du  système  n'a  subi  aucune  alté- 
ra ti{)n. 

356.  L'uûlité  principale  des  machines,  considérées 
sous  le  point  de  vue  économique,  consiste  daivs  les 
moyens  qu^elles  présentent  pour  substituer,  dans  les  opé- 
rations des  sTrts,  les  forces  des  animaux  et  surtout  celles 
des  agents  naturels  (  tels  que  la  chute  des  corps  graves , 
le  choc  des  vents ,  les  changements  d'état  produits  par 
la  chaleur,  etc.  ),  à  la  force  plus  coûteuse  de  l'homme. 
On  donne  en  général  le  nom  de  moteur  à  tout  agent 
naturel  dont  l'action  peut  faire  marcher  une  lÉachine  et 
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exécuter  par  son  moyen  un  travail.  Ainsi  lactton  d'un 
ou  plusieurs  animaux ,  celle  d'une  chute  d'eau  ,  celle  du 
vent  dont  le  cboo  serait  reçu  sur  une  surface  donnée  ^ 
celle  qui  résulte  de  la  combustion  d'une  quantité  dé- 
terminée de  charbon )  etc.»  sont  des  moteurs. 

Un  moteur  étant  donné,  il  est  évident  que  la  quantité 
de  travail  que  Ton  pourra  lui  faire  produire  est  limi- 
tée. On  reconnaît  de  plus,  par  un  examen  attentif,  que 
Ton  peut  tirer  du  mémo  moteur  de»  quantités  de  travail 
très-diflerentes ,  suivant  la  manière  dont  son  action  est 
employée.  En  désignant,  comme  ci -dessus,  par  P, 
I  efiort  exercé  par  le  moteur,  et  par  V,  la  vitesse  du 
point  d'application  de  cet  effort ,  on  a  PV  pour  rexjNres- 
sion  de  la  quantité  d'action  produite  dans  l'unité  de 
temps.  Or  1m  quantités  P  et  V  sont  toujours  liées  l'une 
à  l'autre  de  telle  manière  que  Vunt  diminue  quand 
l'autre  augmente  :  on  doit  chercher  à  régler  l'action  de 
manière  que  la  valeur  du  produit  PV  soit  la  plus  grande 
qu'il  est  possible. 

Lorsqu'il  s'agit  de  l'homme  ou  d'un  animal  qui  ne 
peut  travailler  chaque  jour  que  pendant  uncertaia  temps 
T,  l'action  journalière  est  représentée  par  PVT. 

Les  trois  facteurs  de  ce  produit  ont  également  des 
valeurs  dépendantes  les  unes  des  autres,  dont  chacune 
diminue  nécessairement  lorsque  les  deux  autres  aug- 
mentent, et  quil  faut  chercher  à  régler  de  manière  à 
obtenir,  à  fatigue  égale,  la  plus  grande  quantité  de 
travail  qu'il  est  possible. 


■ 

XXiy.  Équations  ciNÉRALEs  de  l'équiliare  D'un  flvide 

SOLLICITÉ  PAU    DES   FORGES   QUELGOKQUES. 

357 .  On  désigne  génétalement  par  le  nom  defluiéss 
les  corps  qui  n'opposent  presque  aucune  résistance  lors- 
qu'on entreprend  d'en  faite  monyoir  les  parties  les  unes 
par  rapport  aux  autres ,  eu  par  rapport  aux  parois  so- 
lides des  vases  dans  lesquels  les  fluides  sont  contenus. 
On  distin^e  d'ailleurs  deux  espèces  de  fluides  :  1"  les 
fluides  incompressibles  dons  le  volume ,  k  masse  égale  ^ 
est  sensiblement  invariable ,  et  qui ,  kMrsqa'ils  ne  sont 
soumis  h  l'action  d'aucune  force  extérieure ,  peuvent 
être  contédus  dans  un  vase  de  figure  quelconque  sans 
exercer  aucun  effort  contre  les  parois  de  ce  vaae  ;  2*  les 
fluides  élastiques ,  dont  le  volume ,  k  masse  égale ,  peut 
varier  d'une  manière  indéfinie ,  dont  les  parties  tendent 
sans  cesse  à  é'écarter  les  unes  deé  antres  par  l'effet  d'une 
force  de  répulsion  intérieure ,  el  qui  exercent  tmrjoars 
un  certain  effort  contre  les  parois  des  vases  qui  les  eon*^ 
tiennent. 

Nous  disons  que  les  fluides  n'opposent  presque  au^ 
cune  résistance  quand  on  entreprend  d'en  faire  mouvoir 
les  parties.  En  effet,  dans  la  nature,  ces  parties  présen- 
tent généralement  un  certain  degré  d'adhérence,  et  elles 
ne  peuvent  être  mues  les  unes  par  rapport  aux  autres 
sans  un  effort  sensible.  Mais  comme  les  résistances  dont 
il  s'agit  sont  fort  petites  par  rapport  aux  forces  qui 
produisent  les  phénomènes  principaux,  il  convenait  d'en 
faire  d'abord  abstraction  en  formant  la  théorie  méca- 
nique de  réquilibre  et  du  mouvement  des  fluides* 
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358.  Gela  posé  ,  nous  considérerons ,  en  premier  lieu  , 
les  positions  de  l'équilibre  d'une  portion  de  fluide  AB 
contenu  dans  un  tuyau  solide  et  fixe  (fig.  36),  dont  la 
section  est  uniforme  et  infiniment  petite,  et  dont  Taxe  est 
une  ligne  quelconque  donnée.  On  suppose  qu'aux  extré- 
mités A,B  de  la  colonne  de  fluide ,  se  trouvent  deux  dia- 
phragmes mobiles  auxquels  sont  appliquées  extérieure- 
ment des  forces.  De  plus  ,  les  molécules  du  fluide  sont 
sollicitées  par  des  forces  quelconques.  Pour  trouver  les 
conditions  de  l'équilibre  de  ce  système ,  on  remarquera 
que,  par  la  nature  du  fluide ,  une  tranche  quelconque 
mn ,  dont  nous  supposons  l'épaisseur  infiniment  petite, 
peut  glisser  librement  dans  le  sens  de  l'axe  du  tuyau. 
Cette  tranche  est  sollicitée  :  V  par  la  pression  que  le 
fluide  supérieur  exerce  sur  sa  face  m  ;  V*  par  la  pres- 
sion que  le  fluide  inférieur  exerce  en  sens  contraire  sur 
sa  face  n  ;  3^  par  les  forces  agissant  sur  les  molécules 
dont  elle  est  composée.  Les  deux  pressions  peuvent  être 
regardées  comme  dirigées  suivant  la  tangente  à  Taxe 
du  tuyau  menée  par  le  centre  de  la  tranche,  puisque  nous 
supposons  l'épaisseur  de  cette  tranche  infiniment  petite. 
L'équilibre  exige  donc  que  la  différence  de  ces  pressions 
soit  égaie  et  de  signe  contraire  à  la  force  agissant  sur 
les  molécules  de  la  tranche ,  décomposée  dans  le  sens  de 
la  tangente  à  l'axe  du  tuyau.  Nous  nommerons 

01       Taire  constante  et  infiniment  petite  de  la  sec- 
tion transversale  du  tuyau  ; 
x,Y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  de  l'axe 
du  tuyau  où  est  placée  la  tranche  mn; 
s      la  longueur  de  cet  axe  compilée  d'une  origine 
fixe  jusqu'au  même  {K>iDt  ; 
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a,  b  les  valeurs  de  Tabscisse  x  pour  les  poiats  A,B 
de  Taxe  du  tuyau  où  sont  placées  les  extrémités 
de  la  coloone  de  fluide; 

P,Q  les  valeurs  rapportées  à  Tunité  de  surface  des 
pressions  qui  sont  exercées  sur  les  sections  ex- 
trêmes A,B  ; 

f  la  valeur,  rapportée  à  Tunité  de  surface ,  de  la 
pression  qui  est  exercée  sur  la  face  de  la  tranche 
mn  placée  à  l'extrémité  de  Tare  s; 
p  la  densité  du  fluide ,  ou  la  masse  de  Tunité  de 
volume,  dans  le  lieu  du  tuyau  où  est  placée  la 
tranche  mn; 
X, Y,Z  les  valeurs  des  vitesses  qu^imprimeraient  dans 
l'unité  de  temps  aux  parties  matérielles,  dans  le 
sens  des  coordonnées  x^,z,  les  forces  agissant 
sur  les  molécules  du  fluide  placées  dans  le  même 
lieu  du  tuyau  ; 

et  nous  remarquerons  que  la  figure  du  tuyau  est  donnée 
par  deux  équations  entre  les  coordonnées  x^y^z  dans 
lesquelles  x  sera  prise  pour  la  variable  indépendante. 
L'arc  s  doit  alors  être  regardé  comme  une  fonction  de  x; 
et  il  en  est  de  même  de  la  pression />,  de  la  densité  p,  et 
des  composantes  X,Y,Z  de  la  force  par  laquelle  les  mo- 
lécules du  fluide  sont  sollicitées. 

Le  volume  de  la  tranche  mn  étant  tiids ,  et  sa  masse 
ptads^  l'effort  exercé  sur  cette  tranche ,  décomposé  dans 
le  sens  de  Taxe  du  tuyau,  est 
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Les  valeurs  des  pressions  eiercées  sur  ses  deux  faces 

étant  d'ailleurs 

/>»    et    {p+dp)fA , 

oA  TOÎt  que  la  condition  de  1  équilibre  de  la  tranche 
énoncée  d-delsus  s'exprimera  par  l'équation 

dp = p  (Kdx-^Ydjr + Zdz) , 

à  laquelle  doivent  satisfaire  les  expressions  dep  et  p  en  x 
dans  toute  l'étendue  du  fluide. 

359.  On  déduit  de  Téquation  précédente 

p=const.+J*pÇKdx+Y4y'\'Zdz)  i 

et  comme  on  doit  substituer  dans  la  quantité  qui  est 
sous  le  sifpe  d'intégration  les  valeurs  dejr,z^p,X,T  et  Z 
«n  X ,  l'intégrale  est  ici  une  intégrale  ordinaire  relative 
à  la  yariaUe  x.  Il  fiiut  d'ailleurs  qne  l'expression  pré- 
cédente convienne  aux  deux  extrémités  A»B  de  la 
colonne  de  fluide.  Ainsi ,  l'on  aura  d'abord,  pour  la  va-> 
leur  de  la  pression  dans  une  section  quelconque  m, 

p=:P+|  p(X<£r+Y«(r+Zrfz)  î 
•'a 
et  de  plus  l'équation 

Q=P+i  p{Xdx+Ydjr-hldz), 

pour  exprimer  la  condition  de  l'équilibre  de  cette  co- 
kume.  La  condition  de  Téquilibre  laisse  donc  entière- 
ment arbitraires  les  valeurs  des  forces  X^  Y,  Z,  pourvu 
que  l'on  soit  mattre  de  fixer  la  différence  des  pressions 
extrêmes  P  et  Q. 

360.  Si   les    molécules  du   fluide    neliuent    solli-** 
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citées  par  aucune  force,  l'équation  précédente  se  ré- 
duirait  à 

P=Q, 

c  est-à-dire  que  l'équilibre  exigerait  Té^^alité  des  deux 
pressions  Pw,  Q&>  exercées  extérieurement  en  sens  con- 
traire aux  deux  extrémités  de  la  colonne. 

Ces  résultats  conviennent  également  au  cas  dun 
fluide  incompressible  dans  lequel  la  densité  est  con- 
stante ou  variable,  et  au  cas  d'un  fluide  élastique.  Il  faut 
remarquer  seulement  que  s'il  s'agit  d'un  fluide  incom- 
pressible^ l'équilibre  pourra  subsister  dans  le  cas  même 
où  l'on  supposerait  nulles  les  pressions  extrêmes  P,  Q  ; 
tandis  que  cela  serait  impossible  pour  un  fluide  élas- 
tique .  à  raison  des  forces  intérieures  qui  tendent  sans 
resse  à  faire  augmenter  le  volume  de  ce  corps. 

361.  G>n8idérons  maintenant  une  portion  de  fluide 
incompressible  remplissant  un  vase  fermé  quelconque , 
et  supposons  d'abord  que  les  molécules  ne  soient  solli- 
citées par  aucune  force.  Les  parties  du  fluide  de- 
meureront immobiles,  sans  exercer  aucune  pression 
les  unes  contre  les  autres,  ni  contre  la  paroi  du  vase. 
Admettons  ensuite  qu'une  portion  quelconque  infi- 
niment petite  A  (fig.  37}  de  la  paroi  du  vase  devienne 
un  diaphragme  mobile  ayant  pour  aire  <k>^  et  sur 
lequel  on  exerce  extérieurement  un  efiort  Po»,  en  sorte 
qu'il  en  résulte  pour  l'unité  de  surface  de  ce  dia- 
phragme la  pression  P,  l'équilibre  du  fluide  contenu 
dans  le  vase  exigera  que  cette  pression  soit  transmise 
dans  toutes  ses  partiel;  c'èst-à-dire  que  si  Ton  y  mène 
un  plan  quelconque  B,  les  deux  portions  de  fluide 
séparées  par  ce  plan  exerceront  l'une  contre  l'autre  une 
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pression  dont  la  valeur,  rapportée  à  T unité  de  surface, 
sera  la  même  pour  toutes  les  parties  du  plan,  et 
égale  à  P.  En  effet ,  une  portion  quelconque  infiniment 
petite  du  plan  dont  il  s'agit,  dont  l'aire  serait  »,  peut 
toujours  être  regardée  comme  l'extrémité  de  la  colonne 
de  fluide  AB,  de  grosseur  uniforme  et  de  figure  quel- 
conque. Or  si  l'équilibre  subsiste ,  cet  équilibre  ne  doit 
pas  être  altéré  lorsqu'on  admet  que  tout  le  fluide  de* 
vient  solide  à  l'exception  de  la  colonne  AB.  Donc  cette 
colonne  considérée  comme  étant  contenue  dans  un  tuyau 
solide  fixe  doit  être  en  équilibre.  Il  est  donc  nécessaire, 
conformément  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le  numéro  précé- 
dent, que  des  pressions  égales  entre  elles  soient  exercées 
en  sens  contraires  aux  deux  extrémités.  On  pourrait 
également  supposer  l'extrémité  B  de  la  colonne  AB 
placée  en  un  point  quelconque  de  la  paroi  du  vase. 
Ainsi  dans  un  point  quelconque  de  l'intérieur  du 
fluide  ou  de  sa  surface,  et  quelle  que  soit  la  direction 
d'un  plan  que  Ion  ferait  passer  par  ce  point,  les  deux 
parties  séparées  par  ce  plan  exercent  l'une  contre 
l'autre  une  pression  dont  la  valeur  est ,  à  surface 
égale ,  la  même  qui  a  lieu  sur  le  diaphragme  mobile 
placé  en  A. 

362.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  s'il  y  avait  à  la 
surface  du  vase  d'autres  ouvertures  fermées  par  des  dia- 
phragmes mobiles  dont  les  aires  seraient  «,  w",  tJ",  etc., 
l'équilibre  exigerait  que  l'on  appliquât  extérieurement 
à  ces  diaphragmes  des  efforts  PJ,  PJ\  Pu  ",  etc. 

On  vérifie  d'ailleurs  que  ces  forces  qui  se  feraient 
ainsi  équilibre  sur  un  système  formé  de  la  paroi  fixe 
du  vase  et  du  fluide  incompressible  qui  y  est  contenu, 
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auraient  entre  elles  les  relations  qui  seraient  données 
par  l'application  immédiate  du  principe  des  vitesses 
virtuelles.  Admettons  en  eOet  qu'un  mouvement  très- 
petit  ait  été  imprimé  au  fluide,  par  l'efTet  duquel  les 
diaphragmes  »,  u',  fj\  etc.,  se  soient  mus  parallèlement 
à  eux-mêmes  des  quantités  clp,  $p\  Sp",  etc.  Désignant 
généralement  par  P,  F,  F',  etc.,  les  pressions  exercées 
extérieurement  sur  Funité  de  surface  de  chaque  dia- 
phragme, la  condition  de  1  équilibre  donnée  par  le  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles  est 

P«.a^+F«'.*/?'+FV'.*/'+etc.=0. 

Or  le  volume  total  du  fluide  étant  supposé  invariable» 
la  condition  à  laquelle  les  mouvements  des  parties 
du  système  sont  assujettis  est  exprimée  ici  par  Téqua^ 
tion 

w.^+(to'.a;p'+w".5^"+etc.  =0 , 

avec  laquelle  la  précédente  ne  peut  pas  subsister  à 
moins  que  Ton  ne  prenne  P=P'=F'=etc. 

363.  Si  le  vase  renferme  un  fluide  élastique  dont 
les  molécules  ne  soient  sollicitées  par  aucune  force, 
on  verra ,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  du 
n»  361,  que  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  c'est-à-dire  pour 
que  les  parties  du  fluide  demeurent  immobiles,  il  doit 
exister,  dans  tous  les  points  de  ce  fluide,  et  suivant 
toutes  les  directions ,  une  pression  constante.  Cette 
même  pression  est  également  exercée  contre  la  paroi 
solide  du  vase.  Elle  est  due  à  la  force  répulsive  des 
molécules  du  fluide.  S^il  existe  dans  la  paroi  du  vase 
Mue   ou    plusieurs    ouvertures  formées   par  des   dia- 
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phragmes  ,  il  faudra  nécessairement,  pour  que  le- 
quilibre  ne  soit  point  rompu ,  leur  oppliquer  exté- 
rieurement des  forces  égales  au  produit  de  Taire  du 
diaphragme  par  la  valeur  de  la  pression  intérieure  rap- 
portée à  l'unité  de  surface. 

36lh.  Admettons  présentement  que  les  molécules  d'un 
fluide  incompressible  ou  élastique  sont  sollicitées  par 
des  forces  quelconques ,  et  cherchons  les  conditions 
de  réquilibre  de  ces  forces.  Si  cet  équilibre  existe,  il  ne 
sera  point  détruit  dans  le  cas  où  tout  le  fluide  deviendrai  t 
solide  à  l'exception  de  la  colonne  de  figure  quelconque 
AB  (fig.  38),  supposée  d'une  grosseur  uniforme  et  in- 
finiment petite.  Donc  cette  colonne,  considérée  comme 
contenue  dans  un  tuyau  solide  fixe,  sera  en  équilibre,  et 
on  pourra  lui  appliquer  les  résultats  obtenus  n"  358 
et  359,  en  sorte  qu'on  aura  les  équations 

et 

p=const.-^J*p{Xdr+Y4y'¥'Zib.) , 

dans  lesquelles  on  doit  regarder  les  coordonnées  x,  y,  z 
comme  appartenant  à  la  ligne  qui  forme  l'axe  du  tuyau. 
La  constante,  dans  l'expression  dep^  représente  ividem-» 
tnent  la  valeur  de  la  pression  à  l'extrémité  A  du  tuyau 
la  plus  voisine  de  l'origine  des  coordonnées.  En  prenant 
l'intégrale  entre  des  limites  correspondant  à  l'extré- 
mité A  et  à  un  point  quelconque  m  du  tuyau,  l'équation 
précédente  donnera  la  pression  qui  a  lieu  au  point  m 
dans  le  sens  de  l'axe  du  tuyau.  En  prenant  cette  même 
intégrale  entre  les  limites  qui  répondent  aux  extré- 
mités A  et  B,  l'équation  donnera  la  pression  qui  a  lieu 
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à  rextrémité  B.  Pour  trouver  d'ailleurs  la  valeur  de 
riotégnde  dont  il  s'agit ,  on  substituerait  dans  la  fonc- 
tion p  (  Xdx'^Ydjr^Zda)y  à  la  place  de  ^  et  2,  ^;^  et  âz^ 
leurs  valeurs  en  r  et  ^  données  par  les  équations  de 
l'axe  du  tuyau,  et  l'on  n'aurait  plus  qu'une  intégrale  sim- 
ple relative  à  la  seule  variable  jt,  dont  la  valeur  peut  tou- 
jours être  déterminée. 

Mais  nous  remarquerons  qu'entre  les  deux  points 
A  et  B  pris  arbitrairement  dans  le  fluide,  on  peut  con- 
cevoir une  infinité  de  canaux  de  figure  quelconque  à 
chacun  desquels  ce  qui  vient  d'être  dit  peut  être  appli- 
qué. Or,  quelle  que  soit  la  figure  atribuée  au  canal ,  il 
est  nécessaire  qu'il  résulte  de  Topération  précédente  une 
même  valeur  pour  la  pression  existante  à  l'extrémité  B  ; 
d'où  l'on  conclut  que  la  fonction  fi(Kjdx'{'Ydy-\-Zdz)  doit 
être  telle  que  prenant  l'intégrale  /p(X<ir4-Y4/+Zrfz) 
entre  des  limites  correspondantes  à  deux  points  quel- 
conques du  fluide ,  on  trouve  pour  cette  intégrale  une 
même  valeur,  quelle  que  soit  la  relation  supposée  entre 
les  variables  x ,  y-y  z.  Donc  l'intégrale  dont  il  s'agit  doit 
pouvoir  être  prise  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'y  substituer 
pour  y  et  z  leurs  valeurs  en  x ,  c'est-à-dire  que  la  fonc- 
tion piXjdx^Ydy-i-Zdz)  doit  être  la  difierentielle  com- 
plète d'une  fonction  des  trois  variables  x ,  y^  z.  Cette 
condition  est  exprimée,  conformément  au  n""  366  des 
Levons  ^Analyse ,  par  les  équations 

rf.pX        é/.pY    é/.pX       d.^Z    d.pY       d,pZ 





dy  dx   ^     dz  dx   ^     dz  dy 

auxquelles  les  valeurs  des  forces  X ,  Y,  Z  doivent  satis^ 
faire  dans  toute  l'étendue  du  fluide  ,  pour  que  ce  fluide 
demeure  en  équilibre  sous  l'action  de  ces  forces. 
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Dans  le  cas  particulier  où  le  fluide  est  incompressible 
et  homogène ,  la  densité  p  étant  constante ,  il  est  néces^ 
saire,  pour  que  1  équilibre  subsiste ,  que  la  fonction 
XdxA-Ydy-hZdz  soit  une  difierentielle  complète  d'une 
fonction  des  trois  variables  x  ^  y^  z,  et  par  conséquent 
que  les  composantes  de  la  force  qui  sollicite  chaque 
molécule  satisfassent  aux  équations 

d^_dY     dK_dZ    dï_d^ 
dy        dx  '   d%        dx  '  dz        dy 

L'action  de  la  plupart  des  forces  naturelles  est  conforme 
à  ces  conditions.  Elles  seront  accomplies  toutes  les  fois 
que  les  molécules  du  fluide  seront  sollicitées  par  des 
forces  émanant  de  centres  fixes,  et  dont  l'intensité  sera 
fonction  des  distances  des  molécules  à  ces  centres ,  ou 
par  des  forces  qui  s'exercent  entre  ces  molécules  mêmes , 
et  sont  fonctions  de  leurs  distances  mutuelles. 

366.  Les  équations  du  n**  361^  étant  satisfaites  ,  la  va- 
leur de  la  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface  est 
donnée  dans  un  point  quelconque  du  fluide  par  l'équa- 
tion suivante  : 

p=con$t,'^f^dx-\'\dy'^Zd£), 

L'expression  de  p  en  x,  /,  z ,  n'est  autre  chose  que  (a 
fonction  même  de  ces  trois  variables  dont  la  quantité 
p(X^-hYif/-|-Z<fr)  est  la  différentielle  complète.  Ainsi , 
dans  un  fluide  en  équilibre ,  la  pression  est  toujours  ex- 
primée par  une  fonction  finie  des  coordonnées  auxqudies 
sont  rap|M>rtés  les  points  du  fluide.  Il  est  visible  d'ailleurs 
que  pour  un  point  donné  ^  la  valeur  de  la  pression  sera 
trouvée  la  méme^  quelle  que  soit  la  direction  dans  le  sens 
de  laquelle  on  la  considère ,  puisque/?  n'est  exprimé  qu'en 
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ionction  des  coordonnées  du  point  m,  et  ne  dépend  nul-" 
lemeut  de  la  direction  de  Taxe  de  la  colonne  AB  en  ce 
point.  La  constante  se  déterminera  d*après  la  yale^ur  de  la 
pression  dans  un  point  déterminé  du  fluide  ,  valeur  qui 
doit  être  donnée.  Eln  mettant  ensuite  dans  la  formule 
précédente,  pour  x^jr^  z,  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  du  fluide,  on  connaîtra  la  pression  qui 
s  exerce  en  ce  point  dans  toutes  les  directions. 

367.  La  même  formule  donne  également  la  pression 
exercée  contre  la  paroi  solide  d'un  vase  dans  lequel  le 
fluide  serait  contenu.  Cette  pression  est  alors  détruite 
par  la  résistance  de  la  paroi.  Mais  lorsque  la  surface 
du  fluide  n'est  pas  appuyée  contre  une  paroi  solide,  et 
ne  reçoit  aucune  pression  extérieure  ,  l'équilibre  exige 
évidemment  que  l'expression  précédente  àep  devienne 
nulle  lorsqu'on  y  met  pour  x.y^z  les  valeurs  qui  appar- 
tiennent à  cette  surface.  Cette  condition  ne  peut  sub- 
sister en  général  à  moins  que  l'on  n'ait 

équation  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coordonnées 
x^,z  appartenant  à  la  surface  libre  du  fluide,  et  qui 
doit  être  regardée  comme  Féquation  difiérentielle 
de  cette  surface.  Elle  indique  une  propriété  remar- 
quable de  la  surface  dont  il  s'agit,  qui  consiste  en  ce 
que  la  direction  de  la  normale  en  un  point  quelconque 
coïncide  toujours  avec  la  direction  de  la  force  par  la- 
quelle les  molécules  du  fluide  sont  sollicitées. 

On  remarquera  que  cette  équation  difiérentielle 
appartient  non-seulement  à  une  surface  dans  tous  les 
points  de  laquelle  la  pression  est  nulle,  mais  encore 
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à  toute  suriace  dans  tous  les  points  de  laquelle  la 
pression  conserve  une  valeur  oonataate  quelconque. 
On  a  nommé  les  surfaces  dont  il  s'agit  sMrfaees  de 
niueaUf  et  on  les  distingue,  dans  Vintérieiir  d'un 
fluide,  par  leur  propriété  de  rencontrer  toujours  à 
angle  droit  la  direction  de  la  force  qui  sollicité  les 
molécules  de  ce  fluide. 

Lorsque  la  âurface  d'un  fluide  ne  s'appuie  point 
contre  une  paru  solide^  et  qu'elle  supporte  néanmoins 
dan's  tous  ses  points  une  pression  normale  constante , 
comme  cela  a  lieu  dans  le  cas  où  la  presaion  atmosphé- 
rique s'exerce  sur  cette  surface,  l'équilibre  «tige  évidem- 
ment que  sa  figure  satisfasse  à  la  condition  précé* 
dente;  c'estrà-dire  qu'elle  toit  une  surface  de  niveau. 

On  voit  d'ailleurs  que  l'équation 

Xda:+Y4y+Zdz:=:zO , 

devant  être  toujours  intégrable,  soit  d'elle*méme,  soit 
en  la  multipliant  par  le  facteur  p  ;  la  sur&ce  libre  d'un 
fluide  en  équilibre  est  toujours  représentée  par  une 
équation  finie  entre  les  coordonnées  x^y^z, 

368.  Dans  la  plupart  des  cas  naturels,  la  fonction 
XdX'{-Ydj-~\'Zdz,  comme  on  l'a  remarqué  n^  365 ,  est 
la  diiTérentielle  complète  d'une  fonction  de  x^,z  que 
nous  désignerons  par  II.  On  aura  donc  alors 

dpsrp.dTl      et     psscônu.+fp.dll. 

Or  il  est  nécessaire  pour  l'équilibre  du  fluide  que  p.iAl 
soit  une  différentielle  complète  d'une  fonction  de  x,^,z, 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  p  ne  soit  une 
fonction  de  II.  Donc  p  sera  une  fonction  dep ,  et  par 


o 
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conséquent  ces  deux  quantités  varieront  ensemble 
ou  demeureront  constantes  ensemble,  quand  on  passera 
d'un  point  à  Tautre  du  fluide.  L'équilibre  exige  donc 
que  la  densité  soit  constante  en  mène  temps  que 
la  pression  dans  toute  Tétendue  de  chaeune  des  sur* 
faces  de  niveau.  Ainsi ,  quand  les  parties  d'un  fluide 
nont  pas  la  même  densité,  elles  se  disposent  entre 
elles  en  se  mettant  en  équilibre  sous  l'action  de  forces 
quelconques,  de  manière  que  les  parties  dont  la  den- 
sité est  la  même  forment  des  coucbes  séparées  par  les 
surfaces  de  niveau  Cette  disposition  est  nécessaire  pour 
que  réquilibre  puisse  subsister. 

Dans  le  cas  d'un  fluide  incompressible  et  hétérogène , 
l'équilibre  peut  avoir  lieu,  quelle  que  soit  la  loi  suivant 
laquelle  la  densité  varie  d'une  couche  de  nivean  à  une 
autre.  On  doit  remarquer  seulement  que  l'équilibre  ne 
sera  stable  qu'autant  que  les  couches  du  fluide  seront 
disposées  de  manière  que  les  plus  denses  soient  les  plus 
rapprochées  des  centres  dont  émanent  les  forces  attrac- 
tives par  lesquellea  les  molécules  sont  sollicitées. 

369.  Dans  le  cas  d'un  fluide  élastique  homogène ,  où 
la  densité  est  supposée  proportionnelle  à  la  pression , 
la  loi  suivant  laquelle  la  densité  varie  d'une  cou<;he  de 
niveau  à  une  autre  est  déterminée.  Soient 

k  étant  un  coefficient  constant ,  l'équation  précédente 
devient 

k  ^^=rfn  , 
P 
elle  donne  en  intégrant 

n  n 

,e    y       dou         P^^T  •*     ' 
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A  «tant  une  constante  arbitraire ,  et  «  la  base  des  loga- 
rithmes népériens. 

370.  Dans  les  questions  qui  se  rapportent  aux  effets 
naturels,  la  densité  ne  peut  être  supposée  proportion- 
nelle à  la  pression  dans  un  fluide  élastique,  à  moins  que 
la  température  ne  soit  constante  dans  toute  letendue  du 
fluide.  En  général  la  densité  est  fonction  de  la  tempé- 
rature et  de  la  pression.  L'équilibre  exigeant  que  le 
second  membre  de  Téquation  dpc=^pJH  soit  une  différen- 
tielle complète,  il  faudra  que  p  soit  une  fonction  de  II. 
Cette  équation  étant  intégrée  donnera  la  loi  des  pres- 
sions ,  d'où  l'on  conclura  celle  des  densités.  Mais  p  étant 
fonction  de  la  température,  il  en  sera  de  même  dep; 
d'où  l'on  conclut  que  la  pression  et  la  température  se- 
ront constantes  ensemble  et  varieront  ensemble  dans  l'in- 
térieur du  fluide.  L'équilibre  ne  peut  donc  subsister 
dans  un  fluide  élastique  à  moins  que  la  température  ne 
soit  uniforme  dans  tous  les  points  d'une  même  surface 
de  niveau.  Dans  la  réalité ,  cette  proposition  doit  aussi 
s'appliquer  aux  fluides  appelés  communément  incom- 
pressibles ,  puisque  leur  densité  varie  sensiblement  avec 
la  température,  ce  qui  explique  les  mouvements  que 
prennent  les  parties  d'un  fluide  de  cette  nature  par  le 
seul  effet  d'une  distribution  inégale  de  la  température. 

371.  Pour  donner  une  application  des  résultats  pré- 
cédents ,  ou  considérera  le  cas  d'une  masse  fluide  dont 
toutes  les  molécules  seraient  attirées  vers  un  centre 
pris  pour  origine  des  coordonnées  avec  une  force  pro- 
portionnelle à  leur  distance  à  ce  centre ,  et  tourneraient 
autour  de  l'axe  des  ^  avec  une  même  vitesse  angulaire. 
Désignant  par  F  la  force  d'attraction  centrale  pour  l'u- 


• 
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nité  (le  niasse  et  TuDité  dé  distance ,  la  valeur  de  cette 
force  au   point   ayant   pour  coordonnées  Xj,y^z    sera 

•'-'Fk  ar"-|^"+j3'  ;  et  èes  trois  composantes  dans  le  sens 
des  axes  seront  respectivement  — Px, —  Fy, — Fz. 
La  valeur  de  la  force  centrifuge  au  même  point,  en 

appelant  v  la  vitesse  angulaire,  sera  i^'V^^H^*'»  ^^  >^s 
trois  composantes  dans  le  sens  des  axes  seront  respecti- 
vement v^x^y^  et  0.  Ainsi  1^  fonction  désignée  dans  les 
numéros  précédents  par  X£ir-j-Y£^+ ZéÎz  est  ici 
-^F{xdx'{ydj'{-zdz)-\-u'*  {xdx'{--jdj-),  et  Ton  a  par  con- 
séquent pour  l'équation  difiérentielle  des  surfaces  de 
niveau ,  et  de  la  surface  même  du  fluide  supposé  en 
équilibre , 

Fixdx+ydy+zdz)—  f^xdx-^dy)  =ï  0. 

G>mme  le  fluide  doit  évidemment  affecter  ici  la  figure 

d'un  solide  de  révolution  autour  de  Taxe  des  z,  il  suffit 

de  considérer  un  des  méridiens.  En  faisant  donc  jr=^Oy  il 

viendra 

Fixdx-^-zdz) — f*xdx =0, 

équation  qui  donne  en  intégrant 

A  étant  une  constante  arbitraire.  Ainsi  la  figure  allectée 
par  le  fluide  est  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution  au- 
tour du  petit  axe  si  F  est  >»>^*.  Dans  lecascontraireon  ob- 
tient un  hyperboloïde  de  révolution  autour  de  l'axe  ima- 
ginaire. Les  actions  auxquelles  les  parties  des  fluides 
placées  à  la  surface  de  fa  terre  sont  soumises ,  diffèrent 
peu  de  l'action  d'une  force  centrale  proportionnelle  à  la 
distance,  comme  on  peut  en  juger  d'après  le  n**  203,  et 

25 


•?»' 


—  386  - 

la  force  centrifuf^  e$i  fort  petite  par  rapport  à  cette 
force  centrale  :  il  en  résulte  que  la  figure  affectée  par 
la  surface  i)es  mers  approche  beaucoup  de  celle  d'un 
ellipsoïde  de  révolution  dont  le  rayon  à  Téquateur 
excède  d'une  petite  quantité  le  rayon  au  p^le. 

XXV.  ÉquiiiIiU  vtê  rujisEs  nicoifFansiBMS  n$knrs. 

372.  Considérons  un  fluide  incompressible  homogène 
contenu  dans  un  vase  et  sollicité  par  l'action  de  la  gra- 
vité, c'est-à-dire  par  une  force  constante  dont  la  direc- 
tion est  parallèle  à  la  verticale.  En  conservant  les  déno- 
minations des  n^  358  et  suivants,  supposant  le  plan  des 
xy  horizontal  et  les  z  comptées  de  haut  en  bas ,  on  de- 
vra,  pour  appliquer  les  résultats  des  numéros  cités,  faire 
X=0,Y==0,Z=^,  en  désignant  toujours  par  g  la  vitesse 
imprimée  aux  corps  pesants  par  la  gravité  dans  Tiuiité 
de  temps.  La  fonction  Xdx'^Ydy-'^^dz  se  réduira  à 
gdz  ;  les  équations  du  n*  86i  qui  expriment  les  condi- 
tions nécessaires  pour  l'équilibre  seront  satisfaiites,  et 
l'expression  dep  du  n^  3M  deviendra 

P  désignant  une  constante.  Ainsi  un  fluide  incompres- 
sible pesant  demeurera  toujours  en  équilibre  pourvu 
que  la  paroi  du  vase  résiste  à  la  pression  dont  h  valeur 
est  donnée  par  cette  formule. 

378.  Soit  un  vase  fermé ,  de  figure  quelconque ,  et 
rempli  de  fluide.  Admettons  que  le  plan  des  spy  passe 
par  le  point  le  plus  élevé  de  la  paroi. La  constante  P 
représentera  alors  la  pression  qui  a  lien  en  oe  point.  Or, 
on  peut  supposer  que  le  fluide  a  été  versé  dans  le  vase 
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par  une  ouverture  placée  à  la  partie  mpéf ieore ,  puis 
que  cette  ouverture  a  été  fermée  sans  qu'aucun  effort 
fùteveroé;  on  aura  alors  étidciiiBieBt  PsëO  ,  et  les  près** 
sionsdansTintMeurdu  vase  seront  données  simplement 
par  rexpresaien 

On  peut  supposer  également  que  Touverture  a  été 
fermée  par  un  diaphragme  sur  lequel  on  a  e^^ercé  un 
effort ,  les  pressions  dans  l'intérieur  du  vase  seront  alors 
exprimées  par 

P  représente  la  valeur  de  l'effort  dont  il  s'agit  divisée 
par  l'aire  du  diaphragme ,  c'est-à-dire  la  valeur  de  la 
pression  exercée ,  rapportée  à  l'unité  de  surface.  Dans 
tous  les  cas,  la  valeur  de  la  pression  est  la  même  pour 
tous  les  points  du  fluide  appartenant  à  une  section  ho- 
riaontale  quelconque,  et  cette  valeur  augmente ,  quand 
on  passe  d'une  seetion  horizontale  à  une  autre,  d'une 
quantité  proportionnelle  k  la  différence  de  niveau  des 
deux  sections. 

37<h.  Soit  maintenant  un  vase  ouvert  à  sa  partie  su- 
périeure ,  de  sorte  que  dans  cette  partie  la  surface  du 
fluide  soit  libre.  La  figure  de  cette  surface  sera  donnée, 
d'après  le  n*  367,  par.  l'équation 

dv=Q    on    z=const., 

• 

c'est-à-dire  qu'elle  sera  un  plan  horizontal.  Nous  la 
prendrons  pour  le  plan  des  xy.  La  constante  P ,  dans 
l'expression  p  =  P-hpgz ,  représentera,  donc  la  pression 


—  388  — 

etercée  sur  la  surface  supérieure  du  fluide,  etrou  devrait 
faire  P=0  si  cette  surface  ne  supportait  aucune  pression. 
Mais  cette  hypothèse  ne  peut  être  admise  dans  les  cas 
oaturek.  Lorsque  le  vase  et  le  fluide  scnat  placés  dans^ 
l'atmosphère,  P  représente  la  pression  atmosphérique 
sur  l'unité  de  surface.  Ainsi  la  pression  qui  a  lieu  dans 
un  point  quelconque  du  fluide  est  formée  de  deux  par- 
ties :  1*  la  pression  atmosphérique  représentée  par  la 
constante  P,  qui  se  transmet  sans  altération  dans  tout  le 
fluide  ;  2*  la  pression  due  à  l'action  de  la  gravité  surle 
fluide  représentée  par  le  terme  pgz.  On  voit  que  cette 
dernière  partie  est  égale  au  poids  d'une  colonne  de 
fluide  ayant  pour  base  l'unité  de  surface  et  pour  hau- 
teur la  distance  du  point  que  Ton  considère  à  la  surface 
libre  du  fluide.  Ici ,  comme  dans  le  cas  précédent ,  la 
pression  est  la  même  pour  tous  les  points  de  chaque 
section  horizontale.    ' 

Ces  résultats  sont  absolument  indépendants  de  1» 
figure  du  vase,  et  l'on  reconnaît  aisément  qu'ils  con- 
viennent même  au  cas  où  cette  figure  serait  telle  que 
la  surface  libre  du  fluide  se  trouverait  partagée  en  plu- 
sieurs parties  séparées  les  unes  des  autres.  Les  diffé- 
rentes parties  de  cette  surface  doivent  toujours  se  trou- 
ver dans  un  même  plan  horizontal ,  et  la  pression  est  la 
même  pour  tous  les  points  du  fluide  placés  dans  un 
même  plan  horizontal  quelconque. 

Si  le  vase  présente  une  partie  MN  (fig,  39),  remplie  de 
fluide,plus  élevée  que  le  niveau  MMde  la  surface  libre  qui 
reçoit  la  pression  atmosphérique,  le  fluide  en  se  mettant 
en  équilibre  s'élèvera  dans  cette  partie  au-dessus  du  ni- 
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P 

veau  MM  à  une  hauteur  z=  — ;  et  si  la  hauteur  MN 

est  moindre  que  cette  quantité ,  le  fluide  ejiercera  alors 
de  has  en  haut  contre  la  paroi  NN  une  pression  expri- 
mée par  P — pgz^  z  désignant  la  hauteur  MN.  Ainsi  la 
hauteur  à  laquelle  on  verra  le  fluide  s'élever  dans  la 
partie  MN  au-dessus  du  niveau  M  (en  supposant  qu'il 
reste  dans  cette  partie  au-dessus  du  fluide  un  espace 
entièrement  vide)  sera  proportionnelle  à  la  pression  at- 
mosphérique et  en  donnera  la  mesure. 

375.  On  reconnaît  facilement  que  s'il  existe  dans  le 
même  vase  plusieurs  fluides  incompressibles  et  pesants 
de  depsités  inégales ,  l'équilibre  ne  peut  subsister  à 
moins  que  ces  fluides  ne  soient  disposés  par  couches 
séparées  par  des  plans  horizontaux  et  dans  chacune  des- 
quelles il  ne  se  trouve  que  des  parties  ayant  une  même 
densité.  De  plus,  cet  équilibre  ne  sera  stable  qu'autant 
que  les  couches  seront  placées  dans  l'ordre  des  densités, 
les  plus  denses  occupant  la  partie  iqféneure  du  vase. 
La  valeur  de  la  pression  est  donnée  par  la  formule 

et  par  conséquent  la  partie  due  à  la  pesanteur  du  fluide 
est  égale  ici,  comme  dans  le  cas  du  numéro  précédent, 
au  poids  du  fluide  compris  dans  un  prisme  droit  dont 
la  base  égale  à  l'unité  de  surface  est  à  la  surface  libre 
du  fluide,  et  dont  la  hauteur  est  la  verticale  menée  du 
point  que  l'on  considère  a  cette  surface. 


r.-*» 
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Caioul  Ses  pressions  supportées  par  les  parois 

des  v€$ses. 

376.  Od  traitera  cette  qw^tiou  d'une  manière  géné- 
rale en  conceTioit  qu  «na  sufia^e  contre  laquelle  »  ap- 
puie le  fluide  est  représentée  par  l'équation 

et  qu'il  s'agit  de  déterminer  la  pression  supportée  par 
une  partie  de  cette  aarfaoe  terminée  par  un  x:ontour 
donné.  Nous  admettrons  ici ,  comme  dans  les  numéros 
précédents»  que  le  plan  des  sty  est  la  surface  libre  du 
floide^  et  que  les  »  sont  comptées  de  haut  en  bas  à  partir 
de  oe  plan.  Noua  teprésenterons  par 

j^=^(x),    z^f(x),    a=;+(r). 


les  équations  des  projections  sur  les  plans  des  xjr^  des 
xz  et  des  jrz  du  contour  de  la  portion  de  la  surface  que 
l'on  considère,  en  observant  qu'il  suffit  de  donner  une 
seule  de  ces  équations  pour  eonaattre  les  deux  autres 
au  nioyen  de  l'équation  de  la  surface.  Cela  posé  •  on 
remarquera  ,  d'après  lej  n^  374 ,  et  en  faisant  d'abord 
abstraction  de  la  pression  atmosphérique  P  pour  ne 
considérer  que  les  pressions  dues  au  seul  poids  du 
fluide,  qu'un  élément  quelconque  infiniment  petit  w  de 
la  surface  proposée  placé  à  la  distance  z  au-dessous  du 
plan  des  xy  supportera  une  pression   exprimée  par 

g^\    dz,Pf  et  dirigée  suivant  la  normale  à  cette  surface. 
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Les  prestions  qui  s'exercent  ainsi  sur  les  diOérents  élé- 
ments de  la  surface  constituent  un  système  de  forces 
qu'il  est  toujours  aisé  de  réduire  à  deux  forces  horizon- 
tales dirigées  parallèlement  aux  x  et  aux  ^^  et  à  une 
force  verticale. 

En  effet,  désignons  par  7,  6,  «  les  angles  que  le  plan 
de  Vêlement  è»  forme  avec  les  plans  des  xy,  des  xz  et  des 
jz  ;  ou  bien  les  angles  que  la  normale  forme  avec  les 
axes  des  x,  des  y  et  des  x.  Nous  aurons,  pour  les  trois 
composantes  de  la  pression  élémentaire  parallèles  à  ces 
axes , 

çz  çz  rz 

cos,y.g^t    dz.py     cos.6.^  I    dz.p,     cos.ot.^wl    dz,p, 
Jo  Jo  Jo 

Mais  e»cos.79  «icos.g,  i^cos.a  représentent  respectivement 
les  projections  de  l'aire  u  sur  les  plans  des  xy,  des  xz  et 
des  yz  :  donc  les  composantes  de  la  pression  élémen- 
taire sont  à  cette  pression  comme  les  projections  de 
Taire  0»  sont  à  cette  aire.  On  cdnclut  de  cette  remarque  : 
!<"  que  la  résultante  des  composantes  paraQèles  à  Taxe 
des  X  est  égale  en  grandeur  et  en  direction  pour  la  sur- 
face proposée  à  ce  qu'elle  serait  pour  la  projection  de 
cette  surface  sur  le  plan  vertical  des  jrz;  ¥  que  la  ré- 
sultante des  composantes  parallèles  à  Taxe  des  y  est 
aussi  égale  en  grandeur  et  en  direction  pour  la  surface 
proposée  à  ce  qu'elle  serait  pour  la  projection  de  cette 
surface  sur  le  plan  vertical  des  xz  :  y  enfin  que  la 
résultante  des  composantes  verticales  est  le  poids  du 
fluide  compris  entre  la  surface  proposée ,  le  plan  hori- 
zontal de  la  surface  libre  du  fluide ,  et  le  cylindre  ver- 


^ 
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tical  projetant  le  contour  de  la  surface  proposée  sur  ce 
plan.  La  direction  de  cette  dernière  résultante  partielle 
passe  évidemment  par  le  centre  de  gravité  du  fluide 
dont  il  s  agit. 

377.  n  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  recherche  des 
pressions  supportées  par  une  surface  quelconque  donnée 
se  ramène  à  chercher  les  pressions  supportées  par  une 
aire  donnée  sur  un  plan  veKical  ;  et  à  calculer  le  poids 
d*un  volume  de  fluide  dont  la  surface  est  donnée.  Si 
l'on  désigne  par  p^  g,  r  les  trois  résultantes  partielles 
des  pressions  dont  il  s'agit  dirigées  respectivement 
dans  le  sens  des  x,  desj^  et  des  z,  V  on  aura  générale- 
ment 

•2 


"j^-K 


et  pour  les  distances  des  directions  de  la  force  p  aux 
plans  des  xy  et  des  xz 

les  limites  des  intégrales  étant  données  par  Féqua-* 
tion  z='^{y). 

2*  On  aura 

y  =5^  I  lir  I  rfz.  I    dz.p  ; 

et  pour  les  distances  de  la  direction  de  la  force  q  aux 
plans  des  xjr  et  des^jz, 


L 
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les  limites   des  intégrales  étant  données  par   Téqua- 
tion  z  =7  (x). 

3"*  Enfin  on  aura 


"'hin. 


dz.p-. 


et  pour  les  distances  de  la  direction  de  la  force  r  aux 
plans  des  xz  et  des^z 

les  limites  des  intégrales  étant  données  par  l'équa- 
tion y=^*m  {x). 

Le  fluide  étant  supposé  en  équilibre ,  si  la  densité  p 
n'est  pas  constante,  elle  sera  toujours  une  fonction 
donnée  de  l'ordonnée  z  seule ,  conformément  à  ce  qu'on 
a  vu  n"*  375. 

Si  la  densité  p  est  constante  j  on  écrira  dans  les  for- 
mules précédentes  pz  k  \sl  place  de  l'intégrale  |    dz.p; 

pf[x^  y)  à  la  place  de  l'intégrale  I  dz,p. 

Jo 

En  général  »  les  trois  forces  p^  q,  r  ne  se  compose* 
ront  pas  en  une  force  unique.  Il  serait  nécessaire  pour 
cela  que  les  intégrales  doubles  qui  donnent  les  valeurs 
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de  ces  forces  et  de  leurs  momenis,  par  rapport  aux 
axes  des  x,  ieê  y  et  des  z^  satisfissfut  à  Tëquation  de 
condition  du  n*  56. 

378.  Si  Ton  veut  iMiolenant  tenir  compte  de  la 
pression  atmosphérique  P  qui  s'exerce  à  la  surface 
supérieure  du  fluide ,  il  suffira  de  remplacer  dans  les 

formules  précédentes  g  |    dz.^  par|^  I    ^.p-|-P,  ou 

P  f* 

d'ajouter  le  terme  -  à  Pintégrale  I    dz,^. 

S  J  ^ 

Dans  le  cas  où  la  densité  p  sera  constante ,  on  ajou- 

p 

tara  P  à  fgj^ ,  ou  «^  à  z. 

Les  forces  désignées  par  p,  q  ,  r  se  trouveront  aug*- 
meptées  respectivement  de  quantités  égales  aux  produits 
de  P  par  les  aires  des  projections  de  la  surface  proposée 
sur  les  plans  des  yz  ,  des  xjs  et  des  xy  ;  et  les  directions 
de  ces  forces  ne  rencontreront  plus  ces  plans  dans  les 
mêmes  points. 

379.  Lorsque  la  surface  contre  laquelle  s'appuie  le 
fluide  est  plane,  les  pressions  élémentaires  se  composent 
toujours  en  une  force  unique,  puisqu'elles  sont  toutes 
parallèles  et  dirigées  dane  le  même  seQs.  Supposons  ^ 
constante,  prenons  pour  axe  des  x  l'intersection  de  la 
sur&ce  plane  dont  il  s'agit  avec  la  surface  libre  du 
fluide  qui  est  le  plan  des  xy^  et  soit  e  l'angle  compris 
entre  ces  deux  plans.  L'équation  désignée  ci-dessus 
par  45=:/ (jpjj^)  deviendra 

z=jKtang.e,       ou      y=z 


tang.6 
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La  résultante  f  des  pressions  horizontales  parallèles 
aux  X  sera  nuUf .  On  aura 


=  Pfir|^  |rf«.z; 


et  pour  les  distances  de  la  direction  de  q  aux  plans 
des  j^etdes^z 


Idlr  I  ^z.z*        IcIx.j:  \dz,\ 


*    »    '  ^ 


les  limites  des  intcgndca  étant  données  par  l'équation 
zissf^o^.  Quant  à  la  résultante  r  des  pressions  yerticales, 
les  formules  du  numéro  précédent  donnent 

r=taDg.ô.f^  \dx  \dy,y , 

et  pour  les  distances  de  la  direction  de  la  force  r  aux 
plans  des  xz  et  des  j^^ 

1^  \dy^  \dx  [djr^ 

les  limites  des  intégrales  étant  données  par  Téquation 

jr=^(x)  qui  ne  doit  pas  différer  ici  de  Yt=  -1 -. 

'^  '      tang.  ô 

Quelle  que  soit  d  ailleurs  la  figure  du  contour  tracé 
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sur  la  paroi  plane,  contour  donl  1  équation  z=z^  (x)  re- 
présente la  projection  verticale  sur  le  plan  des  xz,  les 
formules  précédentes  donnent  lieu  aux  remarques 
sucrantes  : 

V*  Les  distances  des  directions  des  forces  g  et  r  au 
plan  des  yz  sont  égales  entre  elles,  en  sorte  que  ces 
forces  sont  toujours  comprises  dans  un  même  plan  ver- 
tical perpendiculaire  à  la  paroi  plane  proposée,  et  peu- 
vent se  composer  en  une  seule  force. 

2^  La  distance  de  la  force  r  au  plan  des  xz  est  égale 
à  la  distance  de  la  fore*  q  au  plan  des  xy  divisée  par 
tang.  G  ;  d'où  il  suit  que  le  point  de  rencontre  des  direc- 
tions de  ces  deux  forces  est  situé  sur  la  paroi  plane  pro* 
posée.  On  nomme  centre  dépression  le  point  dont  il 
s'agit ,  qui  est  le  point  d'application  de  la  résultante  R 
des  pressions  normales  supportées  par  la  paroi. 

q 

3^  On  a  r= -,  et  par  conséquent 

sm.O 

Le  résultat  précédent  peut  être  exprimé  d'une  ma- 
nière fort  simple.  Soit  A  l'aire  de  la  figure  proposée,  et 
X7,  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  figure  à  la 
surface  supérieure  du  fluide.  A  sin.  o  sera  la  projection 
de  l'aire  A  sur  le  plan  des  xz^  et  z,  sera  également  la 
distiance  du  centre  de  gravité  de  cette  projection  à  la 
surface  supérieure  du  fluide.  Ainsi  Ton  a 


2.= 


liir  l^z.i 


Asin.O  pgk  sin.O 
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L'expression  précédente  de  la  pression  normale  sup- 
portée par  la  paroi  plane  revient  donc  à 

R  =  pgAz, ,      ou      R  =  iiAz, , 

n  étant  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  fluide  ;  c'est-à- 
dire  que  la  pression  supportée  par  Taire  plane  A.  est 
égale  au  poids  d'une  colonne  de  fluide  ayant  pour  base 
Â^  etpour  hauteur  la  distance  z,  de  son  centre  de  gravité 
à  la  surface  supérieure  du  fluide.  Cette  proposition  se 
conclut  d'ailleurs  sans  calcul  du  principe  énoncé  n^  37 i^. 

L  expression  pgAjz  ou  nA^.  donne  la  valeur  de  la 
pression,  quelle  que  soit  l'inclinaison  de  la  paroi  plane. 
Si  cette  paroi  est  horizmitale,  le  centre  de  pression  coïn« 
cide  avec  le  centre  de  gravité  de  l'aire  Â.  Dans  les  autres 
cas  l'on  connaîtra  le  centre  de  pression  en  déterminant 
les  deux  distances  de  ce  centre  aux  plans  des  xy  et  des 

Cdxfdz»^ 
yz^  distances  qui  sont  représentées  par     ^  .  ^    ,    et 

fdX'Xfdzjz 
CiL  fft '  ^^*  intégrales  étant  prises  entre  les  limites 

données  par  l'équation  z=if{x)  qui  appartient  à  la  pro- 
jection verticale  du  contour  de  la  paroi  sur  le  plan 
des  xz. 

380.  Lorsque  la  paroi  plane  est  un  rectangle  vertical 
dont  le  côté  supérieur  est  placé  à  la  surface  supérieure 
du  fluide,  on  a,  en  désignant  par  a  la  longueur  de  ce 
câté  et  par  c  la  longueur  du  côté  vertical, 

R=:  pg.ac.  —c     on  R=3—  pg.ac* , 
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|M>ur  la  preuion  supportée,  et 

9 

pour  la  distance  du  centre  de  pression  à  la  surface  su- 
périeure du  fluide. 

Lorsque  la  paroi  est  un  triangle  vertioal  dont  le  som- 
met est  placé  à  la  surfiice  supérieure  du  fluide,  et  dont 
la  base  aest  horizontale,  la  pression,  en  désignant  par  c 
la  hanteur,  est  exprimée  par 

<^J^  •    /.         «     fdxfdz,z^  _  3 

et  comme  on  a  xk  — , lafomuile  ■■■%  '  ^'"  ■  donne  --^ 

pour  la  distance  du  centre  de  pression  à  la  surface  su- 
périeure du  fluide. 

Si  la  base  du  triangle  vertical  est  au  contraire  placée 
à  la  surfaire  supérieure  du  fluide ,  la  pression  est  expri- 
mée par 

1,1  1  , 

et  comme  on  a  z=c ,  la  formule  précédente  donne 

'  c  pour  la  distance  du  centre  de  (Nfssicm  à  la  sutffiure 

supérieure  du  fluide.  Le  centre  dépression  est  d'ailleurs 
placé  dans  tous  les  cas  sur  la  ligne  qui  joint  le  sommet 
du  triangle  au  milieu  de  la  base. 

381 .  Si,  considérant  toujours  le  cas  d'une  paroi  plane, 
on  veut  avoir  égard  à  la  pression  atmosphérique ,  la 
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valeur  de  la  preMîon  normak  «loniiëe  n^  379  deviendra 

Les  distances  du  centre  de  pression  aux  plans  des  xjr  et 

.  »  '      *'  /i«ar/i&.z  ( nz+P) 

des  jrz    sont   représentées  par      ^^^^^(pJjTp^     et 

/i/x.*/«fe(nx+P)    ,     .    ,     ,      , 
fdxfd€  (iig+P)  '        intégrales  étant  toujours  prises 

entre  les  limites  données  par  réquation  z  at^  (x)  de  la 
projection  du  contour  de  la  paroi  sur  un  plan  vertical 
parallèle  à  Tintersection  de  celte  paroi  avec  la  surface 
supérieure  du  fluide. 

XXVI.  Équilibre  des  corps  flottahts  a  la  surface 

DES  FLUIDES    PESAITTS. 

382.  Considérons  un  fluide  incompressible  et  pesant, 
supposé  en  équilibre,  et  dont  la  surface  supérieure  sera 
par  conséquent  un  plan  horizcmtal ,  conformément  à  ce 
qu'on  a  vu  n®  3^k.  Soit  un  corps  solide  pesant»  de 
figure  quelconque,  plongé  dans  ce  fluide.  Il  s'agit  de 
reconnaître  les  conditions  nécessaires  pour  que  ce 
corps  soit  en  équilibre,  c'e8t*à-dire  pour  qu'il  y  ait 
destruction  mutuelle  entre  Faction  de  la  gravité  sur  le 
corps  et  les  pressions  eieroées  par  le  fluide  sur  toutes  les 
parties  de  sa  surface. 

L'action  de  la  gravité  sur  le  corps  se  réduit  toujours 
à  une  seule  force  égale  au  poids  du  corps ,  et  dirigée 
suivant  la  verticale  passant  par  son  centre  de  gravité. 
Quant  aux  pressions  exercées  sur  la  surface  du  corps  ^ 
on  reconnaît  en  premier  lieu  par  le  n*  376 ,  que  les 
composantes  horizontales  de  ces  pressions  auront  tou- 
jours une  résultante  nulle;  car  quel  que  soit  le  plan 


vertical  sur  lequel  on  projette  cette  surface,  il  y  aura 
toujours  deux  parties  qui  se  projetteront  l'une  sur  l'autre 
et  auxquelles  répondront  des  pressions  dirigées  en  sen« 
opposés'.  On  reconnaît  en  second  lieu  que  les  compo- 
santes verticales  des  pressions  se  composent  en  une 
force  unique  agissant  de  bas  en  haut,  égale  au  poids 
du  fluide  déplacé  par  le  corps ,  et  dirigée  suivant  la 
verticale  passant  par  le  centre  de  gravité  de  ce  fluide. 
En  effet ,  deux  éléments  de  la  surface  du  corps ,  situés 
sur  la  même  verticale ,  supportant  toujours  deux  pres- 
sions dirigées ,  l'une  de  bas  en  haut ,  l'autre  de  haut  en 
bas ,  dont  la  résultante,  dirigée  en  sens  contraire  de  la 
pesanteur  est  égale  au  poids  du  fluide  contenu  entre 
les  deux  éléments. 

D'après  ce  qui  précédé  ,  les  conditions  de  Téquilibre 
se  réduisent  i  1"*  à  ce  que  le  poids  du  corps  soit  ^I  au 
poids  du  volume  de  fluide  déplacé;  2«  à  ce  que  le  centre 
de  gravité  du  corps  et  le  centre  de  gravité  de  ce  volume 
de  fluide  se  trouvent  situés  dans  une  même  ligne  ver- 
ticale. 

Lorsque  le  corps  et  le  fluide  sont  homogènes,  le  centre 
de  gravité  du  corps  et  celui  du  fluide  dont  il  tient  la 
place  coïncident  toujours  :  la  condition  de  l'équilibre  se 
réduit  à  ce  que  le  poids  du  corps  et  celui  de  ce  fluide 
soient  égaux. 

383.  Si  le  poids  du  corps  est  plus  grand  ou  plus  petit 
que  celui  du  fluide  dont  il  tient  la  place ,  il  est  sollicité 
à  descendre  ou  à  monter  par  une  force  verticale  égale 
à  la  différence  des  deux  poids.  Le  corps  prend  une  po- 
sition telle  que  les  deux  centres  de  gravité  soient  situés 
dans  une  même  verticale  qui  est  la  direction  de  cette 
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force,  et  que  le  centre  de  gravité  du  corps  soit  au- 
dessous  du  centre  de  gravité  du  fluide  dont  il  tient  la 
place. 

384.  Considérons  en  second  lieu  un  corps  solide, 
en  partie  plongé  dans  un  fluide  incompressible.  On 
▼erra  comme  ci-dessus  que  les  composantes  horizontales 
des  pressions  exercées  par  le  fluide  sur  la  surface  de 
la  partie  plongée  se  détruisent  toujours  réciproque- 
ment ;  et  que  les  composantes  verticales  de  ces  pres- 
sions ne  difi%rent  point  de  l'action  de  la  gravité  sur 
le  fluide  dont  cette  partie  du  corps  occupe  la  place. 
Les  conditions  de  l'équilibre  d'un  corps  solide  flottant 
à  la  surface  d'un  fluide  pesant  consistent  donc  :  l""  en  ce 
que  le  poids  du  corps  soit  égal  au  poids  de  la  portion 
de  fluide  qu'il  déplace  ;  9?  en  ce  que  le  centre  de  gra- 
vité du  corps  et  celui  du  fluide  dont  il  tient  la  place 

T    *      I 

soient  situés  sur  une  même  ligne  verticale. 

Si  le  corps  et  le  fluide  sont  homogènes  ,  le  centre  de 
gravité  de  la  partie  plongée  du  corps  coïncide  avec  le 
centre  de  gravité  du  fluide  déplacé  par  cette  partie.  La 
condition  de  l'équilibre  se  réduit  h  ce  que  le  plan  de 
flottaison  partage  le  corps  en  deux  parties  dont  les 
volumes  soient  entre  eux  dans  le  rapport  de  la  densité 
du  corps  à  Texcès  de  la  densité  du  fluide  sur  celle  du 
corps  ,  et  dont  les  centres  de  gravité  soient  situés  sur 
une  même  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Stabilité  des  corps  flottants. 

385.  Un  corps  flottant  à  la  surface  d'un  fluide  est  en 
équilibre  lorsque  les  deux  conditions  énoncées  dans  le 

26 
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oaméro  précédait  sont  aatisfaiiet.  L'éqailibroeêl  rtâUf 
lorsque  le  corps  «jant  été  dérangé  très-peu ,  d'une  im- 
Dière  quelconque ,  de  sa  position  actuelle  d'équilibre , 
puis  abandonné  à  l'action  des  forces  par  lesquelles  il  est 
sollicité ,  ces  forces  tendent  toujours  à  le  ramener  dans 
cette  position. 

Soient  (fig.  k6)  AB  la  surface  du  fluide ,  AmB  le 
corps  flottant  dans  sa  situation  naturelle  d'équilibre^ 
F  le  centre  de  gravité  du  fluide  que  le  corps  déplace, 
et  G  le  centre  de  gravité  du  corps.  Ces  deui  points , 
•d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  numéro  précédent,  se  trou- 
veront nécessairement  dans  une  même  verticale  EG, 
et  l'équilibre  du  corps  flottant  n'est  autre  cbose  que 
l'équilibre  d'une  force  égale  au  poids  du  corps  agissant 
de  baut  en  bas  au  point  G ,  qui  est  détruite  par  une 
force  égaie,  agissant  de  bas  en  baut  au  point  F. 

Admettons  que  l'on  change  la  position  actuelle  du 
corps  flottant,  en  sorte  que  le  centre  de  gravité  G  soit 
transporté  en  G',  et  la  li^ne  EG  en  E'G'.  Soit,  après  ce 
changement,  F'  la  position  du  centre  de  gravité  du  fluide 
déplacé.  On  devra  maintenant  regarder  le  corps  flottant 
comme  étant  soumis  à  Taction  de  deux  forces  verticales, 
l'une  agissant  de  baut  en  bas  en  G',  qui  est  toujours 
égale  au  poids  du  corps  ;  l'autre  agissant  de  bas  en  baut 
en  F'  qui  est  égale  au  poids  du  fluide  déplacé.  L'action 
de  ces  deux  forces  tendra  toujours  ;  1*  à  faire  mouvoir 
verticalement  le  centre  de  gravité  G'  du  corps  de  bas 
en  baut  ou  de  haut  en  bas,  suivant  que  le  déplace- 
ment sera  plus  grand  ou  plus  petit  qu'il  n'était  dans  la 
situation  naturelle  d'équilibre  ;  S^  k  faire  tourner  le 
corps  flottant  autour  d'un  axe  borisontal  passant  par  le 
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poittl  G'  et  perpendicMiaireaii  planverliodi  qui  cou* 
tient  les  points  O  et  F.  Gmcovote  le  plan  îniolHÉé  qm 
contiendrait  cet  axe  horinntai;  et  la  lif^  Ef&,  et  qne 
nous  supposerons  perpendicolaire  au  plan  dé  la  fijpirs: 
n  est  TisiUe  que  si  la  ligne  E'G'  étant  inclinée  à  droite^ 
comme  le  représente  la  figure,  le  point  P  se  trouve  à 
droite  du  pmnt  G',  la  force  égale  au  poids  du  fluide  dé* 
placé,  qui  agit  de  bas  en  haut  en  F'  tendra  à  ramener 
la  ligne  E'G'  yers  Ja  verticale  ;  tandis  que  si  le  point  F' 
se  trouvait  à  gauche  du  point  G,  la  même  force  ten- 
drait à  faire  incliner  de  plus  en  plus  la  ligne  E'G'  Ters 
la  droite.  Ou»  si  Ton  veut,  concevant  par  le  point  F^  une 
ligne  verticale  qui  rencontre  en  ft  le  plan  perpendicu^ 
laire  au  plan  de  la  figure  dont  on  a  parlé  ci-dessus  et 
dont  E'G'  est  la  trace ,  si  le  point  f*  se  trouve  au-dessus 
de  G'  le  corps  tendra  à  se  redresser ,  tandis  que  si  le 
point  fi  se  trouve  au-dessous  de  G'  le  corps  tendra  à 
s'incliner  de  plus  en  plus  dans  le  même  sens.  Le  point  ^ 
a  été  nommé  y  d'après  Bouguer,  Métacentre. 

Si  le  centre  de  gravité  du  corps,  que  nous  avons  sup- 
poeé  en  G  dans  Vétat  naturel  d'équilibre ,  avait  été 
placé  en  ij^  y  et  s'était  transporté  en  ff  par  l'effet  du  dé- 
placement attribué  au  corps,  le  métacentre  \k  se  trou- 
verait au-dessous  de  g\  et  le  corps  flottant  tendrait  à 
s'incliner  de  plus  en  plus.  Ainsi,  toutes  choses  égales 
d'ailleurs ,  il  peut  résulter  du  seul  changement  de  la 
position  du  centre  de  gravité  du  corps  flottant ,  que  ce 
corps  se  trouve  sollicité  à  revenir  à'sa  position  natu- 
relle d'équilibre  ou  à  s'en  écarter. 

Concevons  que  le  corps  flottant  ait  été  écarté  de  sa 
position  naturelle  d'équilibre ,  puis  abandonné  h  J*ac- 
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tion  des  forces  qui  le  sollicitent.  Il  est  visible  que  si, 
pour  toutes  les  situations  possibles  de  ce  corps ,  le  mé- 
tacentre  est  au-dessus  du  centre  de  gravité,  les  forces 
tendront  toujours  à  ramener  le  corps  à  sa  situation 
naturelle  d'équilibre ,  et  par  conséquent  son  équilibre 
sera  stable.  Si  au  contraire ,  pour  toutes  les  situations 
possibles  du  corps  flottant,  le  métacentre  est  au-dessous 
du  centre  de  gravité ,  les  forces  tendront  toujours  à 
écarter  davantage  le  corps  de  sa  situation  d'équilibre  ; 
et  par  conséquent  son  équilibre  sera  instable.  Mais 
comme  le  métacentre  peut  se  trouver  tantAt  au-dessus , 
tantôt  au-dessous  du  centre  de  gravité,  suivant  la  posi- 
tion actuelle  du  corps  flottant ,  on  ne  peut  en  général 
déterminer  exactement  les  conditions  de  la  stabilité  de 
l'équilibre  sans  recbercber  la  nature  des  mouvements 
affectés  par  ce  corps. 

386.  Lorsque  le  déplacement  du  corps  est  supposé 
très-petit ,  on  peut  exprimer  d'une  manière  générale  les 
conditions  relatives  à  la  figure  du  corps ,  ou  à  la  distri- 
bution des  poids  dont  il  est  chargé ,  dont  dépendent  la 
stabilité  ou  Tinstabilité  de  son  équilibre.  Nous  ferons 
ici  abstraction  du  mouvement  du  fluide,  et  nous  admet- 
trons qu'il  exerce  constamment  sur  le  corps,  la  même 
action  qui  aurait  lieu  si  le  corps  était  immobile.  D'après 
ce  qui  a  été  dit  dans  l'article  XX,  on  pourra  toujours 
considérer  à  part  :  1*  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
du  corps,  qui  aura  lieu  comme  si  toute  la  masse  était 
concentrée  en  ce  point ,  et  comme  si  toutes  les  forces  y 
étaient  appliquées  ;  2®  la  rotaticm  du  corps  autour  de 
son  centre  de  gravité  qui  aura  lieu  comme  si  ce  point 
était  fixe. 
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AB  étant  toujours  la  surface  supérieure  du  fluide 
(flg.  ki)f  soient,  comme  ci-dessus,  G  la  position  du  centre 
de  gravité  du  corps  dans  l'état  naturel  d'équilibre,  EG 
la  verticale  qui  passe  par  ce  point,  F  la  position  sur  cette 
verticale  du  centre  de  gravité  du  fluide  déplaeé  parle 
corps.  Nous  prenons  le  point  G  pour  origine  des  coor- 
données horizontales  x,  y  et  verticales  z,  les  z  positives 
étant  comptées  de  haut  en  bas.  Nous  admettons  ensuite 
que  le  corps  flottant  a  été  déplacé,  en  sorte  que  le  centre 
de  gravité  G  s'est  abaissé  en  G' sans  sortir  delà  verticale 
où  il  était  situé,  que  la  ligne  EG  s'est  placée  en  E'G, 
et  que  le  point  F  s'est  transporté  en/* sur  cette  ligne, 
la  distance  /G'  étant  égale  à  FG.Xe  plan  de  flottaison, 
qui  coïncidait  dans  l'état  naturel  d'équilibre  avec  AB, 
s'est  abaissé  et  incliné  en  demeurant  perpendiculaire 
à  E'&,  et  sa  trace  sur  le  plan  desxjs  est  maintenant  afr, 
la  distance  Ce  étant  égale  à  GG'  en  négligeant  une 
quantité  très-petite  du  second  ordre*  Enfln  nous  dé- 
signerons par 

r     le  volume  du  fluide  déplacé  par  le  corps  dans 
1  état  naturel  d'équilibre; 

a      l'aire  du  plap  de  flottaison  AB  ; 

a,  b  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  l'aire  a 
comptées  du  point  G  sur  les  axes  des  x  etdesjr  -, 
c  la  distance  GF  ou  G[f  des  deux  centres  de  gra- 
vité du  corps  et  du  fluide  déplacé  dans  l'état 
naturel  d'équilibre  du  corps  flottant  (on  a  sup- 
posé dans  la  figure  G  au-dessous  de  F  ;  s'il  était 
au-dessus ,  il  faudrait  changer  dans  les  formules 
le  signe  de  c)  ; 
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(  la  hauÊMir  ^crtieale  trè»-petite  GG'  on  Gcdoot 
le  QOttre  de  gravilé  G  est  afaeitsé  au^eateos  de 
•a  position  dans  Tétai  naturel  d'équilibre  ; 

f ,  «»,  ^  les  angles  très^pètits  que  la  Hgne  BG  a  décrits 
autour  des  axes  des  x,  des  7^  et  des  2,  pour 
arriver  k  sa  positiou  actueHe.  (  Oo  suppose  ici 
les  angles  f  et  n  positifs  ^  lorsque  les  mouvements 
de  rotatiuD  qui  ont  lien  Mtour  des  axes  des  x 
%têt9y  ont  tous  deux  pdur  effet  d'alMnsstf  les 
points  du  phn  de  flottaison  qui  sont  situés  dans 
llsngle  des  x  et  des  y  positives); 

p     la  masse  de  l'unité  de  volume  de  fluide  ; 

g  la  vitesse  imprimée  par  la  gravité  dans  l'unité 
de  temps. 

Le  déplacement  du  corps  étant  supposé  très-petit, 
k»  quantités  a^  a,  b  peuvent  être  censées  constantes 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

Il  s'agit  en  premier  lieu  de  distinguer  les  forces  par 
lesquelles  le  corps  flottant  est  sollicité  dans  sa  position 
actuelle.  Elles  consistent  évidemment  :  1*  dans  le  poids 
de  ce  corps ,  exprimé  par  pgr ,  qui  agit  verticalement 
de  haut  en  bas  en  G'  ;  S*  dans  une  force  égale  au  poids 
du  fluide  déplacé  dans  l'état  naturel  d'équilibre ,  éga- 
lement exprimée  par  ^gr^  agissant  verticalement  de 
bas  en  haut  en  f;  y  dans  le  poids  du  fluide  contenu 
entre  les  deux  plans  AB  et  ah ,  qu'il  fiiut  concevoir 
agissant  aussi  de  bas  en  baut.  Quant  aux  pressions 
borixontales  exercées  sur  la  sitrfoce  du  corps ,  elles  se 
détruisent  dans  tous  les  sens  «  et  on  ne  doit  point  les 
considérer.  Pour  établir  les  équations  du  mouvement 
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du  corjpBt  nous  deTons  exprimer  en  fonction  des  quan- 
tités C ,  f ,  ft» ,  4i  les  forces  qui  viennent  d'être  indiquées, 
et  leurs  moments  pris  par  rapp<Mrt  aux  axes  det  coor- 
données. 

RelatÎTement  à  la  force  pgr ,  agissant  verticalement 
de  bas  en  haut  en  /,  les  moments  de  cette  force  pour 
faire  tourner  le  corps  autour  de  deux  parallèles  aux 
axes  des  x  et  desjr ,  et  passant  par  le  centre  de  f^vité 
G'  sont  évidemment 

pgr.cff     et     f^ï.c*». 

A  l'égard  du  poids  du  fluide  contenu  entre  les  deux 
plans  de  flottaison  AB  et  ai,  il  faut  observer  que 
prenant  sur  le  plan  AB  un,  point  dont  les  coordonnées 
horizontales  sont  x ,  ^ ,  la  longueur  de  la  verticale 
abaissée  d.e  ce  point  jusqu'à  la  rencontre  du  plan  afr, 
sera  C+xoH-^f  •  Par  conséquent  le  poids  de  ce  fluide  est 


""ii 


rfx^rK+jrw+r?)  ; 


et  les  moments  de  ce  poids  pris  par.rapport  à  Taxe  des 
a:  et  à  l'axe  des  y  sont  respectivement 


les  intégrales  étant  prises  dans  toute  l'étendue  du  plan 
de  flottaison  AB.  Si  l'on  fait  attention  que  ffdxdjr^sQ, 
ffdxdjy=sQh^  ffdxdjr.x^=sSia\  et  si  l'on  pose  pour 
abréger 
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l'expression  précédente  du  poids  du  fluide  contenu  entre 
les  plans  AB  et  ab  deviendra 

et  les  expressions  des  moments  de  ce  poids  pris  par 
rapport  aux  axes  paraUèles  aux  x  et  aux  y,  qui  passent 
par  le  centre  de  gravité  deviendront  respectivement 

pg{ab}:+U+nuf) , 

Les  quantités  l,  m^n  peuvent  être  censées  constantes  , 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

On  voit  donc  par  ce  qui  précède:  1*'  que  si  Ton  trans- 
porte toutes  les  forces  au  centre  de  gravité  G\  il  restera 
seulement  une  force  verticale  agissant  de  bas  en  haut , 
égale  à 

3*  que  les  moments  des  forces  qui  tendent  à  faire  tour- 
ner le  système  autour  de  l'axe  parallèle  aux  x  et  autour 
de  Taxe  parallèle  aux  jy  de  manière  à  faire  diminuer 
les  angles  ^  et  »,  sont  respectivement 

Quant  au  moment  qui  tendrait  à  faire  tourner  le  sys- 
tème autour  de  Taxe  des  z  ,  sa  valeur  est  nulle ,  puisque 
les  forces  horizontales  se  détruisent  dans  tous  les  sens. 

387.  D  après  cela,  le  corps  flottant  étant  supposé  en 
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mouvement ,  et  les  valears  des  quantités  C  »  f ,  «,  >P  >  qui 
entrent  dans  les  formules  précédentes ,  étant  supposées 
ceUes  qui  ont  lieu  à  la  fin  du  temps  t^  le  mouvement 
du  centre  de  gravité,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu 
dans  le  n""  312,  est  réglé  parla  seule  équation 

et  le  mouvement  de  rotation  du  corps  autour  de  son 
centre  de  gravité  est  déterminé  d'après  le  même  numéro 
par  les  équations 

D'après  les  formules  du  n""  S(.9 ,  où  Ton  doit  changer 
les  signes  de  z  et  de  <u, 

dxs=jrd^ — zd«èy  et  par  conséquent  -^  =  jr  —  —a  ~ , 

dl^  dt*         dt*  ' 

^^^  de     ""  de  ^^  de' 

puisque ,  les  déplacements  étant  supposés  très  -petits , 
les  coordonnées  de  chaque  point  du  corps  peuvent  être 
censées  constantes  par  rapport  au  temps.  Substituant 
ces  expressions  dans  les  trois  équations  du  mouvement 
de  rotation ,  et  posant  comme  dans  le  n<»  S85 . 
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C«Sm(x*-hr)>  H»S.mayi 

il  viendra 

A  ^^  +G  ^  +H  ^  =-p  «'[û6Ç+/«+0rc+m)Tl. 
■  S +"  S  "*'  S  =-^[Qa;+(rc+»)H-M . 

*"  A-       de^^  de 

Les  quatre  équations  précédentes  doivent  donner  les 
expressions  des  quantités  C ,  r ,  o» ,  ^  en  fonction  de  t. 
Comme  elles  sont  linéaires  et  à  coefficients  constants , 
on  pourra  toujours  les  inté^er  par  les  procédés  indi- 
qués dans  les  n**  1.55  et  suivants  des  Leçons  d^ Analyse. 

388.  Nous  supposerons ,  conformément  à  l'état  ordi- 
naire des  bâtiments  de  mer,  que  le  corps  flottant  peut 
être  partagé  en  deus  parties  égales  et  symétriques  par 
un  plan  vertical. 

Admettant  que  ce  plan  soit  celui  àeêyz,  on  aura  donc 
ossO,  /»0y  GssO,  H  =  0;  ce  qui  réduit  les  quatre 
équations  trouvées  ci-dessus  à 

ï§=-*û(ç+frf) (1), 

A  5=*--(^[a*ç4.(Yo+«)T]  (8), 

B^-F^=-,tf(T«-|-«)^ (3), 

«^-^^^ «'• 
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le»  ét|uaflioii8  (1)  et  (9)  qui ,  en  ]io«lnt  poar 
abréger 

Y  '  r   '  A    '       "        A       ' 

s'écriront 

g  +S'i;+T'y=0. 

Multipliant  la  seconde  par  une  constante  indétermi- 
née > ,  et  l'ajoutant  à  la  première ,  il  Tient 

puis  en  posant,  u  étant  une  nouvelle  variable,  c=ii— ]^, 

d'eu  -Tî  —  Ti ^  -y  ' 

on  aura 

^  +(S+>Sr)ji-(S+lSr)>f4-(T+XT)y=5:  0. 
On  satisfait  à  cette  équation  en  posant 

(S4-xy)w(T4-xr)t=:o. 

La  seconde  de  ces  deux  équatibns  donne 

.  _  — S+T j.V/(S— y)'+4TS, 

'  5?  ' 


en  substituant  cette  valeur  dans  b  première  et  fusant 
pour  abréger 

il  Tiendra 

^«  •  «.       ^ 

équation  dont  l'intégrale  est 

tf = r  COS.  /I/K+Asin./I/K , 

r  et  À  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 
Si  l'on  suppose  qu'à  l'origine  du  mouvement  la  vi- 

tesse  du  corps  flottant  soit  nulle ,  on  aura  alors  -7-=  0 , 

dm  du 

^is-O,  et  par  conséquent  —.=  0;  en   sorte  que   la 

contante  A  devra  être  nulle.  Nous  écrirons  donc 

it=r,cos./l/K.      et      tt=r,oos./|/^ , 

en  désignant  par  K,  et  K,  les  deux  valeurs  de  K  ;  et  par 
conséquent 

«+>.?=r,cos.^lx^K, 
Ç+>,?=r.cos.r|xTt., 

en  désignant  également  par  \  et  >>  les  deux  valeurs 
de  >  ;  d'où  l'on  déduit 

r,>.  cos.<t.^^.~tVA,  cos.^lXK, 
r,cos.<KK— r,cos.<txlL, 

^= w: ^'^' 

Il  est  visible  d'ailleurs  qu'en  représentant  par  i;.  et  ?o , 
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les  valeurs  initiales  de  2;  et  (f ,   on  aura 

^o+>.?o=r.        et        ^o+\ff.=r,y 

pour  les  valeurs  des  deux  constantes  r,  et  r.. 

Quant  à  Téquation  (3) ,  que  Téquation  (k)  réduit  à 

dF+     BC-F     "=^' 
elle  donne  immédiatement 

\  /pg  (rc+n).C 


(7) 


en  supposant  toujours  la  valeur  initiale  de  —  nulle,  et 

désignant  par  «>o  la  valeur  initiale  de  o». 

Eqfin  f  mettant  cette  valeur  de  »  dans  l'équation  {k), 
il  viendra 

^J/  _  F      fg{rc+n)C         \  /pg(rc+n)C 
^■"C''°-    BC-P  V       BC-F    ' 

■ 

intégrant   deux   fois  de    suite,    supposant  la  valeur 

initiale  de  ^  nulle ,  et  représentant  par  ^^  la  valeur 
initiale  de  ^  ,  on  trouve 

+=+^  l  ...(,_o«.,v/^5) (« 

Les  équations  (5) ,  (6),  (7) ,  (8) ,  qui«donnent  les  va- 
leurs des  quatre  variables  Ky  f^t^ei^  en  fonction  du 
temps  t ,  font  connaître  le  mouvement  du  corps  flottant. 
Si  les  radicaux  qui  multiplient  t  sous  le  signe  cosinus 
sont  réels  ^  ou  si  les  quantités  sous  le  signe  \/^  sont 
positives,  ces  mouvements  ne  consisteront  évidem- 
ment qu'en  des  oscillations  qui  auront  lieu  de  part  et 
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d'autre  de  la  position^  naturelle  d'équilibre  du  eorpc. 
Le  corps  ne  s'écartera  jamais  de  cette  position  plus  qu'il 
n'en  était  écarté  à  l'origine  du  mouvement ,  et  l'équi- 
libre sera  stable.  Mais  si  les  quantités  dont  il  s'agit 
sont  n^atives ,  le  corps  tendra  h  s'écarter  de  plus  en 
plus  de  sa  position  initiale.  Ainsi  la  stabilité  ou  l'insta- 
bilité de  l'équilibre  tient  aux  signes  des  quantités  K.  et 

K^,  et  à  celui  de  la  quantité  -TT    ■.  L'une  des  valeurs 

de  K  est  toujours  positive,  et  Ton  peut  reconnaître  que 
l'autre  sera  aussi  positive  pourvu  que  la  quantité  Tc-fm 
soit  plus  grande  que  ûA*.  Ainsi,  la  condition  de  la  sta- 
bilité de  l'équilibre  s'exprime  en  posant 

re+m>ab*      et      -^^,>«. 

On  peut  remarquer  que  la  figure  des  bâtiments  de 
mer,  qui  est  symétrique  par  rapport  au  plan  qui  les 
coupe  dans  le  sens  de  la  longueur,  s'éloigne  peu  d'être 
aussi  symétrique  par  rapport  à  un  plan  perpendiculaire 
à  celui-ci.  Il  y  a  donc  en  général  peii  d'erreur,  dans  ce 
genre  d'applications,  à  supposer  que  le  plan  des  xz 
partage  le  corps  flottant  en  deux  parties  à  peu  près 
égales ,  et  à  regarder  en  conséquence  &  et  F  comme  des 
quantités  dont  on  peut  négliger  les  quarrés.  Le  signe 
d'une  des  valeurs  de  la  quantité  K ,  qui  entre  sous  le 
signe  radical  dans  les  équations  (6)  et  (6) ,  dépendrait 
alors  entièrement  du  signe  de  la  quantité  rc  +  m  :  les 
deux  valeurs  de^K  seraient  positives  si  re^m  était 
positive ,  et  Tune  de  ces  valeurs  serait  négative  dans  le 
cas  contraire.  On  reconnaît  également  que  le  radical  des 
équations  (7)  et  (8)  serait  réel  ou  imaginaire ,  suivant 
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que  U  quantité  rcJ^n  aérait  poaitifie  ou  négative.  Aiaai 
l'équilibre  du  corps  flottant  serait  stable  si  les  quantités 
rc-^^m  et  Tc^^n  étaient  toutes  deux  positives,  et  il  serait 
instable  si  l'une  d'entre  elles  on  si  toutes  deux  étaient 
négatives. 

Les  quantités  m  et  i»  sont  toujours  positives ,  aussi 
bien  que  r.  La  quantité  c  est  positive  lorsque  le  centre 
de  gravité  du  corps  est  au-dessous  de  celui  du  fluide 
déplacé  dans  l'état  naturel  d'équilibre,  comme  on  Pa 
supposé  dans  la  figure:  alors  les  quantités  rc-|-m  et 
re-fn  sont  toujours  positives,  et  par  conséquent  l'équi- 
libre est  toujours  staUe.  Mais  si  le  centre  de  gravité  du 
corps  est  situé  plus  haut  que  celui  du  fluide  déplacé 
dans  l'état  naturel  d'équilibre ,  la  stabilité  de  l'équilibre 
exige  que  Te  soit  plus  petite  que  mein. 

389.  La  recherche  serait  d'ailleurs  plus  simple  si  Ton 
supposait  d'avance  que  le  plan  des  xz  partage  le  corps 
.flottant,  aussi  bien  que  le  plan  desj^js,  en  deux  parties 
égales  et  symétriques.  En  faisant  ir=0  et  FssOdans 
les  équations  (1),  (3),  (3)  et  {h)  du  numéro  précédent, 
elles  se  réduisent  à 

Dans  ces  équations ,  que  Ton  aurait  pu  obtenir  direc- 
tement ,  les  variables  sont  séparées ,  et  Ton  a  immé- 


ç= 
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diatement  (en  supposant  toujours  les  vitesses  initiales 
nulles), 

;=ÇoC08.r  y^. 

On  peut  alors  affirmer  arec  une  entière  exactitude  que 
l'équilibre  du  corps  flottant  est  stable  ou  instable  sui- 
vant que  les  quantités  rc-{-m  et  Tc  +  ^>  sont  ou  non 
toutes  deux  positives  ;  et  il  est  utile  de  remarquer  que 
ces  quantités  étant  multipliées  par  le  poids  pg  de  Tunité 
de  volume  du  fluide  expriment  respectivement  les  mo- 
ments des  forces  qui  tendent  à  ramener  Taxe  du  corps 
flottant  dans  sa  situation  verticale  primitive^  le  dépla- 
cement de  ce  corps  étant  supposé  égal  à  celui  qui  a  lieu 
dans  cette  situation.  D'où  l'on  doit  conclure  que  les 
quantités  rc-f-m  et  Vc-f-n  seront  positives  ou  négatives» 
suivant  que  le  métacentre  déterminé  en  sup|[k>sant  cette 
condition  satisfaite ,  se  trouvera  placé  au-desaus  ou  an- 
dessous  du  centre  de  gravité  du  corps  flottant;  et  par 
conséquent  que  la  seule  considération  du  métacentre 
ainsi  déterminé  suffit ,  dans  le  cas  particulier  que  nous 
considérons,  pour  prononcer  si  l'équilibre  du  corps 
flottant  est  stable  ou  instable. 

Les  oscillations  que  le  corps  flottant  exécute  dans  le 
sens  vertical  et  autour  des  deux  axes  principaux  qui 
se  croisent  a  son  centre  de  gravité  sont  ici  entièrement 
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indépendantes  les  unes  des  autres.  Les  durées  des  os- 
cillations seront  exprimées  respectivement,  d'après  les 
expressions  précédentes ,  par 


Va,  V  ,A  ..  V. 


B 


i:  représentant  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre. La  comparaison  de  ces  valeurs  dans  divers  bâti- 
ments de  mer,  peut  faire  juger  de  la  douceur  ou  de  la 
dureté  de  leurs  mouvements. 

890.  Pour  donner  une  application  très-simple  de  ces 
résultats  »  nous  supposerons  que  le  corps  flottant  est  un 
parallélipipède  rectangle  homogène,  dont  la  densité 
est  la  moitié  de  celle  du  fluide ,  et  nous  considérerons 
seulement  les  positions  d'équilibre  dans  lesquelles  Tune 
des  arêtes  est  verticale,  les  deux  autres  horizontales, 
et  le  plan  de  flottaison  passe  par  le  centre  du  corps. 
Il  s'agit  de  distinguer  dans  quels  cas  l'équilibre  sera 
stable  ou  non.  En  conservant  les  dénominations  précé- 
dentes ,  désignons  par  a ,  6 ,  c  les  demi-longueurs  des 
trois  arêtes  dirigées  parallèlement  aux  axes  des  x,  des 
j  et  des  z,  dans  l'état  naturel  d'équilibre.  Le  volume 
de  fluide  déplacé  dans  cet  état  est  la  moitié  de  celui 
du  corps  :  donc 

Le  centre  de  gravité  du  corps  est  au  niveau  de  la  sur- 
face supérieure  du  fluide ,  et  le  centre  de  gravité  du 

fluide  déplacé  est  à  la  distance  -  c  au-dessous  de  cette 
surface  :  donc  la  quantité  c  des  formules  précédentes , 

doit  être  remplacée  par ^  c. 

27 
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Nous  aurons  d'ailleurs 


m 


ra         Çb  4  Ca  CD  4 


d'où  Ton  conclut  que  l'équilibre  du  corps  ne  peut  être 
stable  y  à  moins  que  Taréte  verticale  ne  soit  moindre 
que  la  plus  petite  des  arêtes  horizontales  multipliée  par 

kbfraotHoQ  V  -r*  I^  ^^  P^^^  y  ftvonr  ^n'amt^ide  potitiofi 

d'équilibre  stable. 

Quant  h  la  durée  des  oscillations  qui  auront  fieu 
autour  de  cette  position,  on  remarquera  que,  d'après  le 
n*  296 .  Ie$  ibolnents  d'inertie  du  corps ,  pris  par  rap- 
port auic  aies  des  x  et  des  y  qui  passent  par  le  centre 
de  gravité,  seront  respectivement 

0  désignant  toujours  la  densité  du  fluide^  qui  est  mMp^ 
posée  ici  double  de  celles  da  corps  flottant.  De  plus 

Ciaxbmb, 

dés  vàleutiB  ^retbsfituées  dans  leâ  expressions  précédentes, 
donneifont 

2  2 
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pour  les  durées  respectives  des  oscillations  très-petites 
qui  auront  lieu  dans  le  sens  vertical ,  autour  de  l'ajLe 
horizonlai  parallèle  à  l'aréte  2a  et  autour  de  Taxe  hori- 
zontal parallèle  à  l'aréte  2i.  On  voit  que  la  durée  des 
osciiktions  verticales  est  égale  à  celle  des  oscillations 
d'un  pendule  simple  dont  la  longueur  est  c. 

XXVlI.    ÉQUILIBRE    d'une   COLOlfrrE    ATMOSPHÉRIQUE.    NIVEL- 
LEMENT   BAROMÉTRIQUE. 

891.  Qonsidércina  en  preapder  lieu  un  fluide  âwtique 
homogène  contenu  dans  un  vase  et  soumis,  à  l'action 
de  la  gravité,  que  Ton  regarde  coipme  une  force  verticale 
constante.  Admettons  de  plus  que  la  température  sait 
uniforme  dans  toute  Tétendue  du  fluid,e ,  ce  qui  per- 
mettra d'écrire  comme  dans  le  n*  3S9,  conformément  à 
laloideMariotte, 

p  désignant  là  pression  qui  a  lieu  dans  un  point  quel'- 
conque ,  p  la  densité  du  fluide  en  ce  point ,  et  k  un 
coefficient  constant.  Le  résultat  énoaoé  dans  le  numéro 
cité  donnera  la  loi  «de  Téquilibre  du  fluide,  en  remarquant 
que  js  désignant  l'ordonnée  verticale  d'un  point  quel- 
conque comptée  de  bas  en  haut  à  partir  d'un  plan  hori*- 
zontal  fixe ,  on  a  ici  n  =^ — 5^«  et  par  conséquent 

A  étant  une  oonstaste  arbitraire.  Et  si  l'on  npmme  P  la 
pression  qui  répond  au  point  dont  l'ordonnée  verticrie 
est  Z  ,  on  aura 


£f 

*,        A 

k 

1 

ou 

z=     log.       , 
€          P 

pssA,er  ,      ou  .    z — Z=  -  log.   - . 

g  P 

Cette  équation  donnant  pour  z  une  valeur  infinie 
lorsqu'on  fait  P=iO ,  on  voit  que  l'on  ne  peut  supposer 
qu'aucune  pression  n'est  exercée  sur  la  surface  supé<^ 
rieure  du  fluide ,  sans  admettre  en  même  temps  que  la 
hauteur  de  la  colonne  de  fluide  est  infinie.  Mais  comme 
la  densité  devient  nulle  en  même  temps  que  la  pression, 
il  faut  seulement  entendre  par  ce  résultat  que  l'on  ne 
peut  spécifier  la  hauteur  à  laquelle  se  termine  le  fluide. 

393.  Considérons  maintenant  plusieurs  gaz  ou  va- 
peurs soumis  à  l'action  de  la  gravité  et  contenus  dans 
un  m^e  vase,  en  supposant  comme  ci-dessus  la  tem- 
pérature constante.  On  sait,  par  les  recherches  des  phy- 
siciens: 1*  que  ces  fluides,  parvenus  à  un  état  d'équilibre, 
se  trouveront  mélangés  complètement  dé  manière  à  for- 
mer un  corps  homogène  ;  â"*  que,  dans  cet  état,  chaque 
fluide  supporte  une  partie  de  la  pression  totale  égale  à 
celle  qu'il  supporterait  s'il  remplissait  seul  le  même 
espace.  Soient,  pour  un  point  quelconque,  p„  p„  pi^etc, 
les  densités  des  fluides  qui  forment  le  mélange  ;  PirPt^p^p 
etc.,  les  parties  de  la  pression  qu'ils  supportent  respec- 
tivement. On  aura 

Pt=hxy    A=**P.,    Pj=*iPii  etc., 
ft„^,,Xr„  etc.,  désignant  des  coefficients  constants  ,  et 

La  densité  p  du  mélange  sera  évidemment  la  âomme 
P,4-p,-f-p,+etc.  des  densités  de  chaque  gaz.  Donc  ici 
l'équation  pssXrp  devient 


\ 
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d'où 


Cette  expression  de  k  doit  être  substituée  dans  la  for- 
mule du  n*  391  ,  qui  devient  ainsi 

quand  on  veut  l'appliquer  à  un  mélanfçe  de  plusieurs 

gaz- 

393.  Nous  avons  supposé  qu'il  s'agissait  d'un  fluide 
contenu  dans  un  vase  ;  mais  si  Ton  voulait  considérer 
l'équilibre  d'un  fluide  occupant  un  grand  espace,  ou 
même  l^équilibre  de  l'atmosphère  terrestre  dans  toute 
son  étendue ,  il  est  visible  par  les  n^  368  et  suivants  , 
que  les  résultats  précédents  pourraient  être  appliqués , 
en  supposant  la  direction  commune  de  la  grayité  et  des 
ordonnées  z  perpendiculaire  à  la  surface  des  eaux ,  qui 
est  nécessairement  ici  une  surface  de  niveau.  Ces  résul- 
tats donnent  l'expression  de  la  diliéreoce  de  niveau  de 
deux  points  quelconques  du  fluide  au  moyen  du  rapport 
des  pressions  qui  ont  lieu  respectivement  dans  ces  deux 
points.  Mais  comme  les  formules  précédentes  sont  fon- 
dées sur  rhypotbèse  d'une  température  constante ,  et 
d'une  action  constante  exercée  par  la  gravité,  hypo- 
thèses qui  ne  s'accordent  point  avec  l'état  véritable  de 
latmosphère»  elles  ne  peuvent  être  employées  à  la  mesure 
des  hauteurs  par  l'observation  du  baromètre. 

39(k.  Pour  établir  les  formules  dont  cette,  mesure  e;i(ige 


^22    — 

r usage ,  on  doit  reprendre  réquation  différentielle  du 
n*  368  ,  dp=pg,dlly  qui  derient  ici 

dp=—pg,dz] 

et  intégrer  cette  équation  en  ayant  égard  aux  yariations 
de  la  gravité,  de  la  température,  et  de  la  composition 
du  fluide  atmosphérique. 

L'intensité  de  la  gravité  varie  avec  la  latitude  et  avec 
la  hauteur  au-dessus  du  niveau  des  mers.  Nommant 

R  le  rayon  moyen  de  la  terre  =:  6366198*  ; 
L  la  latitude  du  lieu  comptée  de  Téquateur  ; 
z  la  hauteur  du  lieu  au-dessus  du  niveau  de  la  mer; 
g  la  vitesse  imprimée  par  la  gravité  aux  corps  pe- 
sants à  la  latitude  de  kS*  et  au  niveau  de  la  mer  ; 
on  a  généralement 

(R    \* 
g-r— )  (1—0,002837.  COS.  2L) 

pour  l'expression  de  la  vitesse  imprimée  par  cette  force. 

895'.  Quant  à  la  valeur  de  la  densité  p  du  fluide  atmo- 
sphérique ».nou8  nommerons 

<v  le  poids  du  mètre  cube  de  mercure  à  la  tempéra- 
ture de  0*,  au  niveau  de  la  mer  et  à  la  latitude 
moyenne  de  iih5°  ; 
n  le  poids  du  mètre  cube  d'air  pur  dans  les  mêmes 
circonstances ,  sous  une  pression  égale  à  *^  (0,76) 
pour  un  mètre  quarré  ; 
et  nous  rappellerons  que,  d'après  les  lois  combinées  de 
Mariotte  et   de  Gay-Lussac,   le  poids  du  mètre  cube 
d'air  atmosphérique  deviendra,  dans  le  même  lieu,  sous 
la  température  t  et  la  pression /?, 


Il 


—  4^3  - 

p  1 


Cette  expression  suffirait  si  le  fluide  atmosphérique 
pouvait  être  regardé  comme  formé  d'air  pur.  Mais  il  est 
nécessaire  d'avoir  égard  à  la  vapeur  aqueuse  dont  il  est 
presque  toujours  mélangé. 

On  sait  qu  a  tempérutiires  et  k  pressions  égales ,  la  pe- 
santeur spécifique  de  la  vapeur  aqueuse  est  les  0,62b  de 
celle  de  Tair.  Considérons  donc  un  méliiage  d'air  et  de 
vapeur  aqueuse  :  soient  i^  la  température,/»  la  pression 
supportée  parle  mélange, p-—;^ la  partie  decelte  pression 
supportée  par  l'air,  et /*la  partie  supportée  parlai  vapeUr 
aqueuse.  On  aura,  pour  le  poids  du  mèlre  cube  de  Tair, 

(0,7^)    14-0,00375.^' 
pour  le  poids  du  mètre  cifbe  de  la  vapeur  aqueuse 

/         1 


M9iii 


■•••*•- 


(0,76)     1+0,00375.  f*' 
et  pour  le  poids  du  mètr^e  cuba  du  méhu^ge 

p~0,376./  1 

-^(0,76)       1-1-0.00375.*'' 

Si  ce  mélaiige  était  saturé  de  vapeur^^serait  la  pression 
correspondante  h  la  température  f  dans  la  table  don- 
nant la  force  élastique  acquise  par  la  vapeur  aqueuse  au 
maximum  de  densité  sous  diverses  températures. 

396.  X^a  formule  précédente  exprime  le  poids  du  mètre 
cube  de  fluide  atmosphérique  considéré  comme  un  mé- 
lange d  air  et  de  vapeur  à  la  latitude  de  kS*  et  au  niveau 
de  la  mer.  Si  Ton  se  trouvait  dans  un  t«l  lieu  l'on  devrait 
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de  la  mer,  et  par  P  eip  les  prestiont  correspondante!,  il 
viendra 

p    n  (1—0,001267),     ^,^^"         ^j,  1  »— Z 

en  no|(ligeaiifc  les  termes  qui  sont  divisés  par  le  quarré 
de  R.  Le  logarithme  du  premier  membre  est  un  logarithme 
népérien ,  et  on  doit  le  multiplier  par  M=2.90S585  si 
on  le  prend  dans  les  tables  ordinaires. 

398.  L'équation  précédente  donnera  Ja  différence  de 

p 
niveau  z — Z  en  fonction  du  rapport  —  des  pressions  qui 

ont  lieu  respectivement  aux  deux  points  que  Ton  con- 
sidère. Il  reste  maintenant  à  déduire  ce  rapport  de  Tob- 
servation  du  baromètre.  Désignons  par  H  et  A  les  hau- 
teurs du  baromètre  observées  dans  ces  deux  points,  par  U 
et  «  les  températures  des  colonnes  de  mercure ,  qui  dif- 
fèrent en  général  des  températures  de  l'air  désignées  ci- 
dessus  par  V  et  u.  Comme  le  mercure  se  dilate  dans 

Tintervallede  ©•  à  100*  de  r^-rx  »  le  poids  du  mètre  cube 
de  mercure  au  niveau  de  la  mer  sous  la  latitude  de  45^ 

et  a  la  température  u  sera ,  ou,  a  fort  peu  près, 

l-h-^ 
5550 

/2^  { I y  Le  même  poids,  sous  la  latitude  L  et  à 

V        5Ô50  / 

la  distance  £-f-.^  du  centre  de  la  terre  ,  devient 
•(«-<.,002837.eos.2L)(l-^)  -^^L. 


—  42?  — 

Ainsi ,  l'on  a 


;,=A^i-«.û02837.cos.2L)(i- j^)  ^^, 

P=H.^(«-0.002837.cos.2L)(l-^^)^; 

et  par  conséquent,  en  développant  les  fractions  et  né- 
gligeant les  quantités  très-petites  du  second  ordre , 

Cette  expression  doit  être  substituée  dans  Téquation 
précédente.  En  effectuant  cette  substitution ,  et  remar- 
quant que  X  étant  un  très-petit  nombre ,  le  logarithme 
népérien  de  1-f-^ est  à  fort  peu  près  égal  k  x,  et  le 
logaritbme  tabulaire  à  0,43^395. x  ;  on  trouvera 


(1— 0,001267)  n' 
(,+4,^(H-V)j(i+4^)[lo8j-+0.4S4295(-^^^-H2^)] 

Le  logarithme  du  second  membre  doit  être  pris  dans  les 

tables  ordinaires.  Le  facteur ^^  J^v'!L  ■  ,  où  M  rc- 

(i— 0,001267)  n  ' 

présente  le  nombre  2,302585,  est  un  coefficient  constant 
dont  otn  peut  déterminer  la  valeur  d'apr&s  le  rapport 
connu  des  poids  «-,  n  du  mercure  et  de  Vair  atmosphé- 
rique pris  à  la  latitude  de  50®,  à  la  température  0®, 
et  sous  la  pression  de  0"*,76.  D'après  les  expériences  de 

MM.  Biotet  Arago,  on  a  -~=10&66j8«  ce  qui  donne 
pour  la  valeur  du  coefficient  dont  il  s'agit 


—  4^8 

(r,76.M.  4r 


=I8339",8. 


(1—0,001267)  n 
La  valeur  du  même  coefficient  pouvait  être  aussi  déter- 
minée en  appliquant  la  formule  précédente  k  des  obser- 
vations barométriques  faites  dans  des  lieux  dont  les 
différences  de  niveau  étaient  connues  par  d'autres 
procédés.  C'est  effectivement  de  cette  manière  qu'a- 
vant même  l'évaluation  exacte  du  rapport  des  poids 
spécifiques  de  l'air  et  du  mercure ,  les  observations  faites 
par  M.  Ramond  dans  les  Pyrénées  avaient  donné,  pour 
la  valeur  du  coefficient  dont  il  s'agit,  le  nombre  18336*, 
qui  diffôre  très-peu  du  précédent.  Nous  écrirons  donc 
simplement 

z-«Z=l8336»  (l-H>,00â837.co8.âL)  [1-H),002(H-V)] 

399.  Nous  remarquerons  d'ailleurs  que  le  coefficient 
18336""  a  été  déduit  d'un  autre  coefficient  18393",  dé- 
terminé immédiatement  par  les  observations  de  M.  Ra- 
mond ,  en  ayant  égard  au  décroissement  de  la  gravité 
dans  le  sens  vertical ,  et  ramenant  au  niveau  de  la  mer 
le  résultat  obtenu  dans  les  lieux  plus  élevés  où  les  ob- 
servations avaient  été  faites.  La  substitution  du  nombre 
18393°'  au  nombre  18336°"  tiendrait  donc  compte  d'une 
manière  approchée  ,  pour  les  observations  dont  il  s'agit, 
des  termes  fort  petits  qui  ont  R  au  dénominateur,  et 
qui  sont  introduits  par  la  considération  du  décroisse- 
ment de  la  pesanteur  dans  le  sens  vertical.  On  jugera 
d'après  cela  que  l'on  peut  supprimer  ces  termes  et  em- 
ployer utilement  la  formule  plus  simple 


—  4^9  — 

*—Z=18393«  (1+0,002837.00*.  2L)[l+0,002(»'+V)] 

[H  1 

log.  -  4-0,00007825(tt— U)  J . 

On  pourrait  même  réduire  à  l'unité  le  facteur  qui  con- 
tient la  latitude  L  :  mais  il  vaut  mieux  se  servir  de  la 
table  ci-après  qui  contient  les  logarithmes  des  produits 
de  18393  par  les  valeurs  de  ce  facteur  correspondantes  à 
diverses  latitudes.  Plusieurs  personnes  ont  construit  des 
tables  très-étendues  destinées  à  faciliter  le  calcul  des 
observations  barométriques  :  mais  il  ne  paratt  pas  que 
Tusage  de  ces  tables  ofire  un  avantage  sur  l'application 
immédiate  de  l'équation  précédente ,  en  employant  les 
tables  des  logarithmes  ordinaires. 


LATITVDBfl  COMPttfBfl 
DB  L'<QDATSUR— L. 

DefTét  MzaséiiiMOX. 

o 
o 

i5 
ao 
a5 
3o 
35 

n 

5o 
55 
6o 
65 
70 


LOCARITHMCS    DBS    R0KBBB8 
1 8393  (1+0,002SS7.COS.2L). 


4,?65  8S3o 
8643 
8089 
7184 
5955 

4439 
0682 

0738 

4,764  8665 

6536 

4386 

a3io 

o36i 

4,263  8599 

7077 


Nous  joignons  l'exemple  suivant  : 


43o  — 


Latitude ,  i*45'.  Station  snpérieiire,  1^= 


47,4sssi(«»+V) 


Jk=  167,3 
|H=337,79 


^■••«■n-^^i*a 


■4— «**««*•• 


U=a5,3 


Loi^ritkittS  da  coeiicicnt  p«ar  o<»  de  Uflt«de 

Log.  1.0474 

Log.  337,79 2,5a8B6o 

Log.  i©7,  »• îi.Qa5a56 

Différence 0,3054^4 

0,0000783s  (**-i5,5) «,ooiic;7 

0,304337  donlt  le  10((aritiime  est.  . 
Loi^arithine  de  U  havtenr  chercbée  (5è77**,5) 


4,365883 

0,030Il3 


1,483198 


3.7«9«94 


Cet  exemple  présente  le  calcul  de  la  hauteur  du  Chim- 
boraço,  d'après  les  observations  de  M*  dfi.  Hàmboldt, 
Tun  des  cas  où  les  tenues  négligés  pouraient  devenir  les 
plus  sensibles.  En  conservant  ces  termes,  M.  Ramond 
trouve  5879*,3  au  lieu  de  5877",5  :  la  différence  de  ces 
deux  résultats  est  très-peu  importante,  eu  égard  à  la 
grandeur  de  la  hauteur  calculée.  ' 

Nous  donnerons  encore  le  calcul  de  la  hauteur  du 
Guanazuato,  pris  pour  exemple  dans  l'Annuaire  du 
bureau  des  longitudes. 
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Latitade,  ai«.    Station  sapérieare,  t^zrai^.S 

Station  inférieare ,  V:=  95  ,3 


^=600,96 
H=r  763.13 


:ai»,3 

P=a5  ,3 

«—  4*.o 


Logarithme  da  coefficient  poar  06»  de  latitade 

Log.  1,093a 

JLog.  :63,i5 a,38a6o99 

Log.  600,95 a,7788383 

Difiërence 0,1037716 

o,ooo78a5( — 4*^) — o,oo03i3o 

»■■■■*. .1.1  ■ 

Oj  1034586  dont  le  logarithme  est. 
Logarithme  de  la  haatear  cherchée  (a3 14* j3) 


mmm 


SÊBBSaSBÊm 


4>a65595a 
0,0386996 


1,0347655 


3,3890603 


400*  Les  lettres  A  et  H  représentent  dans  les  for- 
mules précédentes  les  indications,  lues  sur  l'instrument, 
des  hauteurs  des  colonnes  de  mercure  qui  font  équilibre 
à  la  pression  atmosphérique  aux  stations  supérieure  et 
inférieure.  Cette  indication  est  modifiée  par  la  dilatation 
des  corps  sur  lesquels  les  échelles  sont  gravées.  Soit  ^la 
dilatation  linéaire  de  ces  corps  pour  un  degré  du  ther- 
momètre centigrade ,  en  sorte  que  la  longueur  1  à  la  tem- 
pérature 0^  devienne  i-\^u  à  la  température  u.  Les 
hauteurs  A  et  H  observées  respectivement  aux  tempéra- 

h  H 

tares  u  et  U  deviendraient  donc  t-^-t-  ^t    ,  ,  ,„,  si  on 

les  observait  k  la  température  0^.  Par  conséquent ,  pour 
avoir  égard  à  la  modification  dont  il  s'iigit,  on  doit 

écrire,  dans  la  formule  du  n""  398,  ^    J^   t ,  ou  à  fort 

H  H 

peu   de  chose  près   -  [I+^(a— U)],  h  la  place  de-,    11 
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résulte  de  là  que  le  coefficient  de  u — ^U,  dans  les  n**  398 
et  399 ,  doit  être  augmenté  du  produit  9  par  le  nombre 
0^4h34hS95.  En  employant  les  résultats  connus  on  déter- 
minera donc  ce  coefficient  comme  il  suit  : 

La  dilatation  de  Téchelle  étant  sup- 
posée nulle 0,00007825 

Echelles  sur  verre  et  sur  bois.  .  .  .  0,00008205 
Échelles  sur  cuivre 0,000086(^1 

On  peut  former  d'avance  une  table  du  produit  de  ces 
coefficients  par  les  nombres  naturels  depuis  1  jusqu'à  9. 
De  cette  manière  le  calcul  des  hauteurs  par  la  formule 
du  n®  399  semble  aussi  prompt  que  l'on  puisse  le  désirer. 

&01.  Les  observations  barométriques  et  l'usage  de  la 
formule  précédente  pour  la  détermination  des  différences 
de  niveau ,  exigent  une  grande  circonspection.  En  effet , 
cette  formule  est  fondée  sur  l'hypothèse  d'un  état  d'équi- 
libre et  d'une  disposition  thermométrique  et  hygromé- 
trique qui  existent  rarement  dans  l'atmosphère.  L'ex- 
périence a  fait  reconnaître  les  circonstances  favorables 
ou  contraires  aux  observations.  M.  Ramond  a  établi  sur 
ce  sujet  les  règles  suivantes  : 

«  1®  On  peut  espérer  d'avoir  les  hauteurs  exactes , 
»  quand  on  observera  à  midi ,  par  un  temps  calme  et 
»  qui  n'incline  pas  trop  au  changement ,  les  deux  ba- 
»  romètres  se  trouvant  l'un  et  l'autre  sur  des  sommets 
»  isolés,  ou  le  baromètre  inférieur  étant  placé  dans 
»  une  plaine  bien  ouverte ,  à  une  distance  médiocre. 
»  Dans  ce  dernier  cas  même,  il  vaudrait  mieux  que  la 
»  distance  fût  plus  grande  »  que  d'avoir  le  baromètre 
»   placé  au  pied  des  montagnes,  où  l'avantage   de  la 


—  433  — 

proximité  est  plus  que  bulancé  par  Taction  perturba- 
trice des  vents  descendants.  Hors  de  ces  circonstances 
érainememnt  favorables,  les  erreurs  n'ont  point  de 
mesure  fixe  :  elles  ne  peuvent  être  corrigées  que  par 
Testime^etselcm  le  degré  d'influence  que  l'expérience 
de  l'observateur  assignera  aux  causes  qui  doivent 
les  produire  ; 

»  V  On  estimera ,  en  général ,  les  hauteurs  trop 
faibles  : 

»  Quand  l'observation  se  fera  le  matin  ou  le  soir  ; 

»  Quand  le  baromètre  inférieur  étant  dans  une  plaine, 

le  baromètre  supérieur  sera  dans  une  vallée  étroite  et 

profonde  ; 

»  Quand  les  vents  souffleront  fortement  de  la  région 

australe  ; 

»  Quand  le  temps  sera  manifestement  orageux  ; 

•  3^  On  estimera  au  contraire  les  hauteurs  trop  fortes  : 

»  Quand  on  observera  entre  midi  et  deux  ou  trois 

heures ,  surtout  l'été  et  quand  le  soleil  ne  sera  pas 

caché  par  des  nuages  ; 

»  Quand  le  baromètre  supérieur  étant  au  sommet  des 

montagnes ,  le  baromètre  inférieur  sera  placé  dans 

une  gorge  étroite  et  fortement  dominée  ; 

»  Quand  il  régnera  un  vent  fort  de  la  région  boréale, 

surtout  si  l'on  est  sur  une  montagne ,  et  s'il  en  frappe 

la  pente  la  plus  escarpée  ; 

»  k^  Enfin  on  sera  certain  que  les  erreurs  seront 
grandes  et  variables  dans  tous  les  sens  quand  les 
différences  de  niveau  seront  peu  considérables ,  et  les 
deux  baromètres  placés  dans  la  même  plaine  ou  la 

28 


>  même  vallée ,  et  bien  plus  encore  lorsqu'ils  seront 
»  placés  dans  deux  vallées  séparées  par  une  cbatne  de 
»  montagnes.  Bans  ces  cas-ci  la  dîsfoàce  horixontale  ne 
»  saurait  être  trop  petite ,  et  malgré  Japrorimi té,  on  ne 
»  pourra  prendre  confiance  que  dans  les  moyennes  d'an 
»  grand  nombre  d'observations.  » 

Les  causes  principales  d'erreur  sont  les  vents,   et 
l'irrégularité  de  la  loi  du  décroissemeat  .de  la  tempé- 
rature. Si  la  direction  du  mouvement  de  Tair  était  bo- 
rizontalci  il  ne  parait  pas  que  ce  mouvement  fit  varier 
la  hauteur  du  baromètre.,  à  moins  toutefois  que  la  cu- 
vette ne  fuLt  abritée  du  vent  par  un  obstacle  ^  dont  l'effet 
serait  de  diminuer  la  pression.  Mais  quand  la  directiou 
du  vent  est  ascendante  ou  descendante ,  le  mercure  se 
tient  nécessairement  plus  bas  ou  plus  haut  qu'il  ne  le 
ferait  si  le  ventn  avait  pas  lieu ,  abstracti<Hi  faite  des  ir- 
régularités provenant  de  la  manière  dont  la  cuvette  est 
exposée  au  vent ,  ou  en  est  abritée.  A  l'égard  de  la  tem- 
pérature ,  les  erreurs  qui  proviennent  du  défaut  d'uni- 
formité de   son   décroissement  sont  peut-être  moins 
grandes  que  celles  qui  tiennent  à  ce  que  l'observation 
du  thermomètre,  au  lieu  de  donner  la  véritable  tempé- 
rature de  la  couche  horizontale  d'air  dans  laquelle  on  se 
trouve,  ne  donne  qu'une  température  locale  produite 
en  grande  partie  par  le  rayonnement  du  terrain  et  des 
corps  environnants. 

Les  baromètres  à  cuvette  dont  le  niveau  se  règle  au 
moyen  d'une  vis  de  pression  qui  met  la  surface  du 
mercure  en  contact  avec  une  pointe  fixe ,  sont  générale- 
ment considérés  comme  les  meilleurs.  Il  est  important 
de  bien  connaître  la  température  du  mercure.  Un  ther- 


—  435  — 

momètre  enchâssé  dans  la  monlure  ne  suflSt  pas  pout 
cela.  On  a  proposé  une  autre  disposition  qui  con- 
siste à  avoir  un  second  tube  égal  à  celai  du  baromètfe , 
fermé  et  rempli  de  mercure ,  dans  lequel  le  thermo- 
mètre est  plongé.  Les  nivellements  exigent  absolu- 
ment le  concours  de  deux  observateurs  munis  chacun 
d'instruments  pareils  soigneusement  comparés.  Les 
observations  correspondantes  doivent  être  simulta- 
nées, et  faites  toujours  entre  onie  heures  et  une 
heure  après  midi.  On  sait  que  dans  les  baromètres^  la 
colonne  de  mercure ,  par 
reflet  de  la  capillarité ,  est 
plus  courte  qu'elle  ne  de* 
vrait  être.  La  quantité  de 
cette  dépression  est  relative 
au  diamètre  du  tube ,  el  on 
en  trouvera  la  valeur  dans 
la  table  ci-contre.  On  né^ 
glige  ordinairement  d'en  te- 
nir compte,  parce  qu'elle 
affecte  également  les  deux 
instruments  quand  leurs 
tubes  sont  d'égal  diamètre; 
mais  comme  le  résultat 
dépend ,  non  de  la  diffé- 
rence des  hauteurs  des  ba- 
romètres» mais  du  rapport 
de  ces  hauteurs ,  il  conviept  d'y  avoir  égard ,  surtout 
quand  la  difiérence  de  niveau  est  peu  considérable.  Les 
baromètres  doivent  être  placés  verticalement  »  à  l'abri  du 
vent  et  du  soleil.  Le  thermomètre  pour  la  température 
de  l'air  doit  être  placé  au  dehors ,  à  la  hauteur  de  l'œil, 
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et  abrité  seulement  du  soleil  par  le  bâton  qui  le  sup- 
porte. (Voyez,  pour  de  plus  grands  détails,  les  Mémoires 
sur  la  formule  barométrique  de  M.  Ramond ,  et  l'In- 
struction pratique  qui  y  est  jointe.) 

XXVin.  Équations  gérérales  du  mouvemeitt  d'uv 

FLUIDE   sollicité   PAR    DES   FORCES    QUELCONQUES. 

&09.  Nous  considérons  un  fluide  en  mouvement  doot 
les  parties  sont  sollicitées  par  des  forces  données,  et 
nous  désignons  par 

x^  y,  z  les  coordonnées  d'un    point  quelconque  du 

fluide , .  comptées  à  partir  d'une  origine  fixe 

sur  trois  axes  rectangulaires  ; 
X,  T,  Z  les  vitesses  que  la  force  agissant  sur  la  moté* 

cule  placée  en  ce  point  imprimerait  à  l'unité 

de  masse  dans  l'unité  de  temps ,  dans  le  sens 

des  X ,  des  jr,  et  des  z  ; 
Uy  u,  w  les  vitesses  de  cette  molécule  à  la  fin  du  temp» 

f ,  dans  le  sens  des  Xy  des  y  et  des  z  ; 
p         là  masse  de  Tunité  de  volume ,  ou  la  densité 

du  fluide ,  qui  a  lieu  à  la  fin  du  temps  t ,  au 
^  point  dont  les  coordonnées  sont  x^  y^  z; 

p         la  valeur  de  la  pression  sur  l'unité  de  surface^ 

qui  a  lieu  à  la  fin  du  temps  t,  dans  le  même 

point. 

I4es  quantités  u,  i/,  iv  ,  p  et  p  doivent  être  regardées 

omme  des  fonctions  variables  des  coordonnées  x,  y,  z 

et  du  temps  t.  Il  en  sera  de  même ,  en  général,  des 

forces  représentées  par  X,Y,  Z.  Cela  posé,  le  fluide 

étant  censé  se  mouvoir  de  manière  à  former  constam- 
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ment  une  masse  continae ,  dont  les  parties  ne  se  sépa- 
renty  ni  des  antres  parties ,  ni  des  parois  solides  contre 
lesquelles  le  fluide  peut  s'appuyer,  le  monvement  est 
assujetti  à  des  conditions  générales  dont  il  s'agit  de 
trouver  l'expression  analytique. 

Quant  aux  relations  qui  doivent  exister  entre  les  vi- 
tesses des  parties  du  fluide  et  les  forces  qui  les  sollici- 
tent, on  les  connaîtra  en  appliquant  le  principe  de 
d'Alembert  (Voyez  n*  357) ,  qui  convient  à  un  système 
quelconque  d'éléments  matériels  ;  c'est-à-dire  en  expri- 
mant qu'il  y  a  constamment  équilibre  entre  les  forces 
perdues  appliquées  à  chacun  des  éléments  du  fluide. 
La  force  perdue  pour  la  molécule  située  dans  le  point 
du  fluide  dont  les  coordonnées  sont  x  ^  y^  z ,  est  ici  la 
force  capable  d'imprimer  à  l'unité  de  masse ,  dans  le 
temps  <ft,  les  vitesses  XA — da^  Ydt — dif^  Zdt — rfw, 
dans  le  sens  desx,  desj^  et  des  z.  Par  conséquent  on 
voit  d'après  le  n*  364,  que  la  condition  de  l'équilibre 
dufluide  est  exprimée  par  l'équation 

dans  laquelle  le  second  membre  doit  être  une  difiéren- 
tielle  complète  des  variables  x,j^,  z;  en  sorte  que  l'on 
doit  avoir  les  trois  équations  distinctes 

df/i         Xdt-^du 

dp  _    Ydi'^di' 

dp         Zdt — dw 
di~^        Â 
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DâB8  ces  àqiitttoiis ,  les  diff érentidle»  du^  âvy  dw  » 
représentent  retpectÎTsikient  les  eccroissementi  que  i«* 
bissent  les  vitesses  u^v^w  pendent  le  temps  iofiniment 
petit  <ft.  Or  nés  vitesses  verient  en  généra  à  mesure 
que  le  temps  s'écoule  »  soit  par  Teffet  des  châDgenumte 
qui  peuTQBi  avoir  lien  dans  le  point  où  la  molécule  du 
fluide  est  actuellement  placée ,  soit  par  l'efiet  des  dé- 
pincements  que  sette  molécule  subit  ;  e'est-i^-diie  par 
Tefiat  dea  variations  que  subissent  les  eog^xionnées  x , 
r%  %  considérées  comme  des  fonctions  du  temps  i.  On 
doit  donc  avoir,  par  exemple  »  pour  l'expression  oom-- 
plète  de  <fii , 

A      ^  dx  du      ^  dy  dt       ^  dz  dt 

ou,  puisque 

dx  dy  dz 

dt-'  dt      '  dt    ^^ 

du  du  du  du 

La  même  remarque  s'applique  aux  vitesses  i/  et  w. 
Ainsi  Ton  doit  donner,  dans  les  équations  précédâtes» 
aux  difiérentielles  du^  ds^,  «fw/les  valeurs 

/du      du     .du     ,  du    \, 

,         /rf^  ,   rfp      .  di^     .dp     \  . 

j  /rfw     rfiv       dw       dw    \  , 

«l  par  conséquent  ces  équations  deviendront 


(1) 
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dp        /„      du.       dm  du  du  \ 

djc     *  \         dt       dx  dy  dz  J 

dp         t^d»d\f  dv  di^  \ 

^V         dx       dx  dy  dz  ^ 

dp  _^    /        dw      dw  dMi^  dw  \ 

Elles  conriennent  à  tous  les  points  du  fluide ,  et  doivent 
être  satisfaites  par  les  expressions  de  Uyîfy  w  et  p  ent, 
Xfjr,  z  qui  exprimeront  fétat  de  mouvement  de  ce  corps. 
1^03.  Quant  à  la  condition  nécessaire  pour  que  le 
fluide  forme  une  masse  continue,  concevons  l'élément 
rectangulaire  de  volume  dont  les  trois  dimensions  sont 
dx^  dj-y  dz,  La  masse  du  fluide  contenu  dans  cet  élément, 
à  la  fin  du  temps  t^  est  p.dxdydz,  et  à  la  fin  du  temps  dt 

elle  est  devenue  (  p-f-  ^  ^  )  dxdjdz.  Or,  on  exprimera 

qu'il  n'y  a  aucune  solution  de  continuité  dans  le  fluide, 

si  l'on  écrit  que  l'accvoissaement  -^-  dtulxdjrdz  épvottvé 

par  cette  masse,  dalis  le  temps  dty  est  égal  à  îa  masse  du 
fluide  qui  est  entré  pendant  le  même  temps,  dans  l'élé- 
ment de  volume  dont  il  s'agit,  par  les  trois  faces  les  plus 
voisines  de  l'origine  des  coordonnées  ;  moins  celle  qui  en 
est  sortie  par  les  trois  faces  opposées.  La  masse  du  fluide 
qui  entre  parles  trois  premièresfaces  dans  le  temps  €2c  est 
ifydz.pudt^dxdz,pfdi'\-dx.ify'.pwdt  ; 

celle  qui  sort  par  les  trois  faces  opposées  dans  le  même 
temps  est 

dydz(  pu+'-j^dxjdt-{'dxdz(pi>'^~^4yjdt 
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On  a  donc,  pour  l'excès  de  la  première  sur  la  seconde, 

et  en  égalant  celte  quantité  à  Tac^roissement 

-7  di.dxdrdz  , 
at 

on  obtiendra ,  après  la  suppression  des  facteurs  com- 
muns, pour  lequation  appelée  par  quelques  géomètres 
équation  Je  continuité, 

dp      d.pu     d.(,t>       rf.pw 

dt       dx         dy  dz 

Cette  équation  doit  aussi  être  satisfaite  pour  tous  les 
points  de  l'espace  occupé  par  le  fluide  ,  par  les  expres- 
sions de  tt ,  v' ,  w  et  p  en  fonction  de  t ,  x,  y,  z. 

Mk.  Les  équations  (1)  et  (2),  convioinent  à  tous  les 
cas  du  mouvement  du  fluide.  On  ajoutera  seulement 
les  remarques  suivantes. 

i*  Lorsqu'il  s'agit  d'un  fluide  incompressible  et  ho-- 
mogène,  p  est  constante,  et  par  conséquent  l'équalioa 

(2)  se  réduit  à 

du  .  dif  .  dw     ^ 

^+^+^=«' ■••••(^) 

qui  exprime  que  le  volume  d'une  partie  quelconque  du 
fluide  ne  varie  point  lorsque  cette  partie  se  déplace. 

S*  Lorsqu'il  s'agit  d'un  fluide  incompressible  et  non 
homogène,  Téquation  (2)  se  partage  nécessairement 
dans  les  deux  suivantes 

du       dif       dw  __ 
dx       dy       dz 

di^'^dx^'^  dy^'^dz     ^' 
(|ui  doivent  subsister  séparément. 


(4) 
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3*  Enfin  »  lorsqu'il  s'agit  d'un  fluide  élastique ,  on  a , 
dans  Thypothëse  d'une  température  uniforme  et  con- 
stante, 

k  désignant  comme  dans  le  n"*  369  un  coefficient  con- 
stant. 

Les  équations  précédentes  suffiront  toujours ,  l'état 
initial  étant  donné,  et  le  fluide  étant  regardé  comme 
un  corps  ayant  une  étendue  indéfinie  dans  tous  les  sens, 
pour  déterminer  les  quantités  inconnues  u,  i^,  w,  p  et 
P  en  fonction  de  x,  j*,  ^  et  t,  et  pour  faire  connaître 
la  nature  du  mouvement. 

405.  Mais  si  le  fluide  n'occupe  qu'un  espace  limité, 
et  s'appuie  constamment  contre  une  paroi  solide,  il 
est  visible  que  les  molécules  contiguôs  à  cette  paroi  sont 
immobiles  y  ou  se  meuvent  dans  le  plan  tangent  à  la 
surface.  Soit  généralement 

P=0, 

l'équation  de  la  surface  de  la  paroi  solide  dont  il  s'agit, 

F   étant  une  fonction  des  coordonnées  x,  j-,  z,  hsk 

condition  qui  vient  d'être  énoncée,  sera  exprimée  par 

l'équation 

dF        dF         dF 

• 

à  laquelle  doivent  satisfaire  les  expressions  de  u,  i^,  %v 
lorsqu'on  donnera  à  x,  y^  z,  les.  valeurs  qui  satisfont 
à  l'équation  F==0 ,  c'est-à-dire  les  valeurs  qui  appar- 
tiennent à  la  surface  du  fluide  contîguë  à  la  paroi 
solide. 

406.  Si  le  fluide  s'appuie  contre  une  paroi  mobile 
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doDt  lequatioii  Mit  loi^^avs  exprimée  par  F  =  0 »  F 
déti^ant  munAenaiit  u»e  ÎMictioa  dex^jr^z  eit^on. 
aura ,  en  différentiant   cette   équation  par  rapport  à 
toutes  les  variables  qu  eUe  contient , 

dF  dF  dF  dF 

Or ,  on  exprimera  évidemnent  la  condition  qu'une  mo- 
lécule de  fluide  placée  à  la  surface  se  meut  sans  quitter 
cette  surface  »  en  donnant  dans  cette  équation»  aux  dif- 
férentielles dx^  djf^dz^  les  valeurs  udt^  î^dt,  -wit^  ce 
qui  la  change  en 

dE      dF        dS       dE 

Â  +  5ï"+^'^^^=« •    <«V 

Cette  demiëfe  équation  doit  donc  être  satbbitJe ,  dans 
le  cas  dont  il  s'agit ,  par  les  valeurs  des  coordonnées  ap- 
partenant à  la  surface  du  fluide. 

407.  Si  Ton  considère  un  fihiide  incompressible,  et 
qu'il  ait  une  surface  libre  sur  tous  les  points  de  la- 
quelle s'exerce  une  pression  uniforme  et  constante, 
on  aura  dans  toute  l'étendue  de  cette  surface, 

/>— P==0, 

P  désignant  cette  pressioa constante.  Donc,  conformé- 
ment à  ce  qui  vient  d'être  dit ,  on  exprimera  que  les 
molécules  placées  à  la  surface  libre  du  fluide  se  meuvent 
sans  la  quitter,  en  posant  l'équation 

qui  doit  être  satisfaite  parles  valeurs  des  coordonnées- 
appartenant  à  la  surface  libre  dont  il  s'agit. 


408.  Jusqu'ici  nous  ayons  regardé  x,  y^  z  couUBie 
représQntaat  les  coordonnées  d'un  point  queIccMique  de 
l'espace  occupé  par  le  fluide,  comptées  d'une  origine 
fixe.  Ces  quantités  sont  alors  des  TariaUes  indépen- 
dantes. Mais  l'on  pent  aussi  concevoir  que  x,  y^  z  re* 
présentent ,  à  la  fin  du  temps  t,  les  coordonnées  d'une 
molécule  déterminée  du  fluide  ;  et  alors  on  aura  les 
relations 


Cette  nouvelle  signification  attrUmée  à  jr,  j,  js  ne 
change  rien  aux  équation»  établies  dana  les  n^  4flâ  et 
suivants ,  mai»  alors  œs.  variables  ne  seront  plus  regar^ 
dées  comme  indépendantes  ;  elles  deviendront  des  fonc- 
tions de  £,  qui  se^a  maintenant  la  seule  variable  indé- 
pendante. Et  lorsqu'on  aura  déterminé  les  expressions 
de  u^v,w,p  et  p  en  x,  jr,  z,*t,  qui  satisfont  aux  équations 
des  numéros  402  et  suivants ,  on  trouvera  les  valeurs 
de  x^jyzen,  u  en  intégrant  les  équations  différen* 
tielles  précédentes,  dont  on  déduit 


= j:o-+-  I  iiA,r=j^o4- 1  •'*,    z=Zp+  I  wdt.,.,.. 


(8) 


pour  Tex  pression  des  coordonnéfes  qui  appartie&nent,  à 
la  fin  du  temps  f ,  à  la  molécule:  du  fluide  dont  les  coor-* 
données  initiales  sont  x^^  y^^  z^. 

L'éliminatiou  de  t  entre  les  trois  équations  (8)  don- 
nera d'ailleurs  deux  équations  distinctes  entre  les  va- 
riables x^yy  z\  elles  appartiendront  à  la  courbe  décrite 
par  la  molécule  dont  les  coordonnées  étaient  x^»  y^<^  z,, 
quand   on  a  coramoacé  à  compter  le  temps.  On  voit 
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doDc  que  toutes  les  courbes  décrites  par  les  molécules 
du  fluide  seront  exprimées  par  deux  équations  qui  ne 
pourront  différer  d'une  molécule  à  une  autre  que  par 
les  valeurs  des  constantes  x,  »  Xoi  ^o  représentant  les 
coordonnées  du  premier  point  de  diaque  coucbe.  U  n'est 
pas  inutile  d*ajouter  que  si  Ton  considère  une  molécule 
qui  se  trouvait  sur  la  surface  du  fluide  à  Tinstant  où  l'on 
commenceà  compter  le  temps,  cette  molécule  devant, 
d'après  le  n**  kOS,  se  mouvoir  constamment  dans  le  sens 
de  la  surface ,  il  est  nécessaire  que  les  équations  dont 
il  s'agit ,  qui  expriment  le  système  des  courbes  décrites 
par  les  molécules  ^  soient  telles  qu'en  prenant  dans  ces 
équations,  pour  les  constantes  x^,  y^^  z^i  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  surface  à  l'origine  du  mou- 
vement, les  équations  particulières  qui  en  résulteront 
s'accordent  avec  les  équations  (5)  ou  (6)  des  n~  405  et  406, 
s^il  s'agit  d'une  partie  de  la  surface  appuyée  contre  une 
paroi  solide  ;  ou  avec  l'équation  (7)  du  n®  407,  s'il  s'agit 
de  la  surface  libre  d'un  fluide  incompressible. 

Cas  où  la  fonction  udx-^-ifdy-^wdz  est  une  différen- 
tielle complète  d'une  Jonction  de  x,  y^  z, 

409.  Si  l'on'  admet  que  la  fonction  udx-^-vdy-^-wdx 
est  la  différentielle  complète ,  prise  par  rapport  ix,  y 
et  Zj  d'une  certaine  fonction  f  de  ces  trois  variables 
(  qui  doit  aussi  en  général  contenir  le  temps  r),  on  aura 

df  df  df 

"=5i'    '=^'   ^=i^ 

et 

€if=:udx'^v£(y']-wdz , 

en  représentant  par  df  la  différentielle  de  la  fonction  r 


^< 
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prise  en  faisant  varier  seolement  x^j,  z.  Mais,  en  ajoa- 
tant  les  trois  équations  du  n""  &0â ,  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  dx^  dy^  dz^  ou  trouvera 

^  ^P  j    \     l^j       ^  JÊ         ^j        ^j         ^j 
—  -f-  ax  1     VaJLx -r-dx^^u-T-dx — v-r  dx — w-^dx 

p  Ar        I     I  dt  dx  dfX  dz 

i    ^   ^P  j     \       Ivj  ^  J  ^^  J  ^^  J  ^^  J 

■^7  ^ '^  r  p""  ^ '^""^  -^""^  -^"^^  -^ 

.    ^  dp   ,    \     \„j       dw  j  dw  .         Âv  -         Av  , 

4-—    f  a*    I      |^«« ;-«»— Il -r— az— •'-r-»S — ^v— r"^* 

p  az        /     \  €U  dx  dy  dz 

équation  qui  peut  s'écrire 

P 
d^      df      df       df       df       df      df 

'"Si     dx    '  dx       dy    '  dy      dz    *  dz^ 


eu  bien 


^  ='yLdx^Xdy-\^Zdz 


•â-i4(è)H5)"+(â)"]- 

en  comprenant  toujours  que  les  différentielles  marquées 
par  le  signe  d  sont  prises  en  faisant  varier  x^y^  z  seules. 
<hlO.  L'équation  précédente  peut  être  immédiatement 
intégrée,  lorsque  la  relation  àepet  p  est  connue.  Ainsi, 
pour  un  fluide  incompressible  et  homogène,  la  densité 
p  étant  constante,  les  équations  (1)  et  (3)  sont  remplacées 
par  les  suivantes  : 


^  =r  const.  4-  j  {Xdx+Ydy'{-Zdz) 
dx'  ^  dy-  ^  dz^ 


•  ••(«) 


^446- 

fines  suffiront,  t'état  initial  étant  connu»  pour  déterminer 
le  mouvement  du  fluide ,  lorsque  ce  fluide  aura  une  éten- 
due indéfinie  dans  tous  les  sens.  Quand  on  aura  déter-^ 
miné  au  moyen  de  ces  équations  les  expressions  des 
fonctions  ^  et  p  en  x,  y^  z  et  t^  on  aura  les  rite&ses 
des  molécules  du  fluide  au  moyen  deA  équations 

do  d«f  df 

Si  rétendue  du  fluide  est  limitée ,  la  fonction  7  devra 
satisfaire ,  pour  les  valeurs  particulières  de  x^  y,  z  qui 
appartiendront  à  la  surface,  aus  équations  déterminées 
(5),  (6)  et  (7);  en  sorte  que  l'on  devra  avoir  pour  tous  les 
points  d'une  paroi  solide  fixe , 

df  df      dF  df     dF  dff 

d^di^4P^'^d^dz-^' ^*^ 

pour  tous  les  points  d'une  paroi  solide  mobile 

^4-^  ^x^  ^4-^  f[?-o  (c\ 

dt^  dx  dx^  dy  dy'^  d%  dt        ' ^^ 

F=0  étant  Téquation  de  la  surface  de  cette  paroi  ;  et 

enfin 

dp     dp  dj      dp  d^       dp  df 

di'^Udi'^d^  ^'^dz  di^^ ^"^ 

pour  les  points  de  la  surface  libre  soumise  à  une  pression 
normale  uniforme  et  constante. 

&11.  Dans  le  cas  d'un  fluide  élastique ,  la  tempéra- 
turc  étant  supposée  uniforme  et  constante  (hypothèse 
qui  ne  s'aocorde  point  avec  l'état  naturel  de  ces  fluides, 
lorsque  le  mouvement  donne  lieu  à  des  changements 
sensibles  dans  la  densité  des  parties),  on  a  p=kpy  en 
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yar  k  ua  coefficient  consiaot.  Les  équatkais 
indéfinies  exprimant  les  conditions  du  mouvement  du 
fluide  sont  donc 

ï+^'s)+K''J)+i(''s)=»^ 

et  si  le  fluide  est  contenu  dans  une  paroi  solide,  la* fonc- 
tion ff  derra  satisfaire,  pour  les  valeurs  Xy  y,  z  apparte-* 
nant  à  cette  paroi,  aux  équations  déterminées  {b)  ou 
(c)  du  numéro  précédent. 

Ma.  Les  équations  précédentes  paraissant  pins  faciles 
à  traiter  que  celles  qui  ont  été  données  dans  les  n~  k02 
et  suivants,  il  importait  de  distinguer  les  cas  particu- 
liers où  le  mouTcment  du  fluide  est  tel,  que  l'on  peut 
supposer  d^avance  les  vitesses  u,  y^  w  respective- 
ment données  par  les  coefficients  difi*érentiels  partiels 
relatifs  \x  x^  y^  z  d'une  fonction  ^  de  x,  j^  z  et  U 
Lagrange  a  montré  que  la  proposition  énoncée  subsis- 
tait à  toutes  les  époques  du  mouvement  si  elle  avait  lieu 
dans  un  seul  instant,  pourvu  toutefois  que  la  fonction 
lLdx-\-Xdj'ÇLdz  fût  elle-^méme  une  difiérentielle  com- 
plète de  X,  y  y  z,  n  en  résulte  que  cette  proposition  peut 
toujours  être  admise  lorsque ,  dans  l'état  initial ,  les 
molécules  du  fluide  n'ont  aucune  vitesse.  On  reconnaît 
également  que  les  équations  des  n^  &10  et  &11  peuvent 
être  employées  dans  tous  les  cas  où  les  mouvements 
du  fluide  consistent  dans  des  osdllatiotts  ou  vibrations, 
et  où  Ton  suppose  les  vitesses  et  les  déplacements  des 
molécules  assez  petits  pour  qu*il  soit  permis  d'en  négli- 
ger les  puissances  supérieures  et  les  produits. 


•'•\fii 
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XXIX.    MOUTBMIIIT     d'un    FI.1IIDB    PBftAUT    II4IIS   DR    Ta». 
HYPOTHÈSE    DU    PARALLtLUMB  DES   TRAHCRE8. 

kiZ.  CoDsidérons  une  portion  de  fluide  sollicitée  par 
la  gravité ,  et  contenue  dans  un  tuyau  de  £gure  quel- 
conque, mais  dont  les  dimensions  transversales  sont 
supposées  extrêmement  petites.  En  appliquant  au 
mouvement  de  ce  fluide  les  résultats  exposés  dans  Tar- 
tide  précédent,  dont  nous  conservons  les  dénominations, 
on  voit,  en  premier  lieu,  que  les  ordonnées  z  étant 
supposées  verticales  et  comptées  de  haut  en  bas .  on 
a  ici  Xs=0,  YasO,  Z^g.  Ainsi ,  la  fonction  Xilx+Ydr 
+ZJ«,  dans  l'équation  du  n'  &09 ,  se  réduit  à  gdz. 

En  second  lieu  ,  la  grosseur  du  tuyau  étant  supposée 
très-petite,  on  peut  négliger  les  vitesses  des  molé- 
cules du  fluide ,  dans  le  sens  perpendiculaire  à  l'axe 
du  tuyau,  par  rapport  aux  vitesses  des  mêmes  molé- 
cules dans  le  sens  de  cet  axe,  et  regarder  toutes 
les  molécules  appartenant  à  une  section  quelconque 
faite  perpendiculairement  à  Taxe  du  tuyau,  comme 
ayant  le  même  mouvement  que  celle  de  ces  molé- 
cules qui  est  placée  dans  l'axe  même.  Soit  d'ailleurs 
m  une  section  transversale  quelconque  du  tuyau  ;  dési- 
gnonspar  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  de  Taxe  où 
cette  section  est  placée,  et  par  s  la  longueur  de  Taxe 
comptée  jusqu'à  ce  point  d'une  origine  fixe  quelconque  : 

la  vitesse  de  la  molécule  placée  dans  l'axe  étant  ---, 

et  la  fonction  dhf^udx'\rifdy-\Avdz  se  réduisant  k  —  ds, 

.    dt 

on  attribuera  donc  la  même  valeur  à  cette  fonction  pour 
toutes  les  molécules  placées  dans  la  section  m.  Nous  écri- 
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roD8,  pour  abréger,  u  à  la  place  de -^  ,  en  sorte  que  u 

désignera  maintenant  la  vitesse  du«  fluide  dans  le  sens 
de  Taie  du  tuyau ,  et  que  nous  aurons  i^  =  uds.  Ainsi , 
l'équation  du  n""  &09,  qui,  étant  appliquée  aux  molé- 
cules placées  dans  Taxe  du  tuyau ,  devient 

do                 du            1 
^==gdz-^ds-:Lj,u% (A) 

I 
sera  regardée  comme  subsistant  pour  toutes  les   mo- 
lécules placées  dans  une  section  quelconque  faite  per- 
pendiculairement à  cet  axe.  Les  difiérentielles  dzj  dp, 
d»u*  sont  prises  en  faisant  varier  s  seule. 

kik.  A  l'égard  de  l'équation  qui  exprimera  la  con- 
tinuité du  fluide,  il  convient  de  revenir  au  principe 
employé  dans  le  n*  403.  Soit  donc  ui  Taire  très-petite 
de  la  section  faite  dans  le  tuyau  au  point  m  »  et  consi- 
sidérons  l'élément  du  tuyau  placé  à  la  suite  de  cette 
section  dont  l'épaisseur  est  ds.  La  masse  du  fluide 
contenu  dans  cet  élément  à  la  fin  du  temps  t  est  ?t»dsj 

et  à  la  fin  du  temps  t-f-^,  elle  est  fp^'jdtyods.  Mais, 

d'après  les  hypothèses  admises  ci-dessus ,  il  est  entré 
dans  cet  élément ,  pendant  le  temps  dt  »  par  une  de  ses 
faces ,  la  masse  de  fluide  exprimée  par  pùiudt ,  et  il  en 
est  sorti  par  la  face  opposée ,  une  masse  exprimée  par 

ptùUF^ — '-^ —  ds\  dt.  Donc  on  a  pour  l'équation  de  con- 
tinuité cherchée ,  la  relation 

dp       d.ptAU  « 

"5?+-^-=^ ^") 

29 


( 
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415.  Les  suppoMtioDs  d'après  lesc^uelles  on  a  obtenu 
réquation  (A)  du  n*  413,  reviennent  à  considérer  le 
fluide  coDune  étant  partagé  en  Cvancbes  infiniment 
nàmm  par  des  plans  perpendioulaires  à  l'axe  du  toyau, 
en  admettant  que  les  molésules  contenues  dans  chaque 
trauche  ODt  une  vitesse  commune  dans  le  sens  de  cet 
axe.  Concevons  en  effet  un  tel  système ,  et  proposons- 
nous  de  trouver  directement  les  conditions  du  mouve- 
ment d'une  tranche  quelconque.  La  masse  de  la  tranche 
m  est  p.ud>;  son  poids  eBipg,f>àds^  produisant  dans  le 

sens  de  Taxe  du  tuyau  un  effort  fg,^.  -j-  ou  ps9'-«^- 

De  plus ,  la  face  supérieure  de  la  tranche  supporte  la 
pression  p^ ,  tandis  que  la  face  inférieure  supporte  en 
sens  contraire  la  pression  (p4*4p)  W+^)  >  ^^  comme  la 
pression/»»»  aur  la  face  supérieure  est  détraite  d'après  la 
propriété  expiosée  dans  les  n**  361  et  suivants,  par  la 
partie  p(<»+  du»)  de  la  pression  exercée  sur  la  snrCeLce 
inférieur  de  la  tranclpe  »  cette  tranche  est  seulement 
solUcitéç  en  seni contraire  de  son  mouvement,  en  vertu 
de  la  différence  des  pression^  exercées  sur  ses  deux 
faces,  par  Te^ort  âjp.»).  L^équation  du  mouvement  de 
la  jtr^n£he  est  donc 

_  /du     dtL  ds\  ,       , 

ce  qui  revient  à  l'équation  (A) ,  en  divisant  par  p«> ,  et 

ds 
faisant  attention  que  ■-  =  u. 

^       dt 

Quoique  les  suppositions   dont  il  s  agit,  qui  sont 
connues  sous  le  nom  à' hypothèse  du  parallélisme  des 
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tranches^  ne  coBviennent  vériliablenient  quau  cas  où 
le  fluide  coule  dans  un  tuyau  dont  la  section  est  très- 
petite,  et  ne  change  pj»s  brusquement  de  graxidejui:,  on 
les  a  néanmoins  appliquées  à  des  cas  plus  étendus. 
Mais  les  résultats  auxquels  elles  conduMexit  ne  peuvent 
être  regardés  comme  étant  généralement  conformes  aux 
efforfes  naturels  j  et  ne  doivent  pas  être  admis  sans  res- 
IriotiojQ. 

Mouvement  d'un  fluide  incompressible  et  pesant,  dans 
un  tuyau  dont  les  sections  transversales  sont  très- 
petites. 

ki&.  Considérons,  comine  dans  le  n^  1^13,  une  por- 
tion de  fluide  AB  (fig.  42)  sollicitée  par  la  gravité ,  et 
coulant  dans  un  tuyau.  En  supposant  le  fluide  incom- 
pressible ,  la  densité  p  sera  constante ,  et  Téqualion  (B) 
du  no  kifk,  se  réduira  à 

d,(piU 

ce  qui  indique  qu'à  un  instant  quelconque  la  vitesse  du 
fluide  est,  dans  toute  l'étendue  du  tuyau,  en  raison  in- 
verse de  Taire  de  la  section.  On  en  conclut  qu'il  suffit 
de  déterminer  la  valeur  de  la  vitesse  dans  une  section 
donnée  pour  connaître  le  mouvement  du  fluide.  Soit 
donc  U  la  valeur  de  la  vitesse  qui  aurait  lieu  à  la  fin  du 
temps  t  dans  la  section  dont  Taire  serait  ù,  on  aura  par 
Téquation  précédente , 

aV       ,,  ,  „  du      ii  dV 

tt=        ,    doulontire    -r  =  *"  "Tir (C) 

ft)  at       vi  (tt 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  Téquation  (A)  du 
n*  413  la  changent  en 


et  en  intégrant  par  rapport  à  la  variable  s ,  il  vient 

417.  Cela  posé,  il  eat  nécessaire  de  distinguer  divers 
cas.  Le  premier  est  celai  où  une  portion  de  fluide  coule 
dans  un  tuyau  d'une  longueur  indéfinie,  dont  elle  occupe 
successivement  diverses  parties.  Nous  désignerons  à  la 
fin  du  temps  t  par 

O,  (y  les  aires  des  sections  extrêmes  A ,  B  ; 

X    la  différence  de  niveau  des  centres  des  sections 

Â  et  m; 
C     la  différence  de  niveau  des  centres  des  sections 
AetB; 
S ,  S'  les  longueurs  de  Taxe  du  tuyau  comptées  d'une 
origine  fixe  jusqu'à  la  section  supérieure  A  du 
ff^uide ,  et  juscpi'à  la  section  inférieure  B  ; 

Cds 
m    la  valeur  de  l'intégrale  1 7*  ^  prise  dans  Vinter- 

valle  Am; 
M     la  valeur  de  la  même  intégrale  prise  dans  Tinter- 
valle  AB  ; 
P,  F    les  pressions  (que  l'on  supposera  constantes  par 
rapport  au  temps) ,  exercées  extérieurement  sur 
les  sections  extrêmes  A  et  B. 

L'équation  (D)  du  numéro  précédent  donnera  pour 
la  section  supérieure  A , 


P^ieonst. —  4 


r.  ii'U" 


2    O' 
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et  par  conséquent  l'on  aura  pour  une  section  ((udconque 

En  appliquant  cette  dernière  équation  à  la  section  in- 
férieure B ,  il  Tiendra 

P'=P+^^f-'^^|:_g) (T, 

En  remarquant  d'ailleurs  que  la  vitesse  à  la  section 

supérieure  A  est  exprimée  par  —,  on  a,  d'après  Té- 

••*  « 

dS       oU 
quation  (C) ,  —  =  — ,  ou 

OdS^aVtk (G) 

Pans  les  équations  (F)  et  (G) ,  les  quantités  O ,  O, 
ç  et  M  sont  données  en  fonction  de  S,  lorsqu'on  connaît 
la  figure  du  tuyau  et  le  volume  du  fluide.  Ces  équations 
détermineront  donc  en  fonction  de  t  les  variables  S  et 
U,  ce  qui  fera  connaître  le  mouvement  du  fluide.  En 

dU 

éliminant   — ,  entre  les  équations  (E)  et  (F) ,  on  a 

pour  la  valeur  de  la  pression  dans  la  section  quelconque 
m  du  tuyau. 

fcl8.  Le  second  cas  est  celui  où  le  fluide  s'écoulerait 
par  l'extrémité  inférieure  du  tuyau ,  à  laquelle  la  sec- 
tion extrême  B  se  trouverait  placée ,  tandis  que  la  sec- 
tion supérieure  A  s'almisserait  progressivement.  Les 
équations  (F),  (G),  (H)  du  numéro  précédent,  convien- 
nent à  ce  cas  y  et  serviront  il  déterminer  le  mouvement 
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du  flmde  et  ta  pretsmi ,  «n  y  rugardant  O  et  l'nité^le 
M  comme  constantes. 

419.  Dans  le  troisième  cas ,  qui  est  l'inverse  du  pré- 
cédent )  on  admet  que  le  fluide  est  renouvelé  à  l'extré- 
mité supérieure  du  tuyau ,  où  la  section  A.  est  constam- 
ment placée ,  tandis  que  la  section  B  s'abaisse  progres- 
sivement. Ce  renouvellement  du  fluide  est  supposé 
s'opérer  par  l'addition  de  nouvelles  tranches  ayant  Jes 
mêmes  vitesses  que  celles  qu'elles  remplacent.  L'aire  O 
de  la  section  supérieure  doit  alors  être  regardée  comme 
constante  dans  les  équations  du  n*  &17,  aussi  bien  que 
S.  On  remplacera  l'équation  (G)  par  la  suivante 

O'dS'mCilJdi, 

et^n  exprimera  dans  TéquatiOD  (F)  les  quantités  0\ 
C  et  M  en  fonction  de  S'  d'^rès  la  figure  du  tuyau. 
L'^q«|ation  (F)  réunie  à  la  précédente  donnera  S  et  U 
en  fonction  de  t, 

430.  Bnfin  le  dernier  cas  est  celui  où  l'on  suppose 
que  le  tuyau  est  constamment  rempli  par  le  fluide,  qui 
s'écoule  par  L'extrémité  inférieure ,  en  même  temps  qu'il 
est  renouvelé  par  l'extrémité  supérieure.  L'équation  (F) 
du  n**  417,  convient  également  à  cette  hypothèse  en  y 
regardant  les  quantités  O,  O',  C  et  M  comme  des  con- 
stantes; et  la  vitesse  U  étant  la  seule  quantité  à  déter- 
miner, il  D'y  a  plus  lieu  à  oonsîdéser  l'équation  (G).  Si, 
poar  plus  de  «implicite ,  on  prend  pour  la  section  û.  à 
laquelle  se  rapporte  la  vitesse  U ,  la  section  qui  forme 
leKtrémité  inférieure  du  tuyau,  l'équation  (F)  deviendra 


(1) 
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et  réquation  (H)  dimnera  pour  la  yalear  de  la  pression 
dans  une  section  quelconque 

L'équation  (I)  étant  résolue  par  rapport  à  dt  donne 
,_ pMa<flJ 

Posons ,  pour  abréger 


_r ■  ■  =P  .        ' 


p 

P-F+f^ç      P  '  pM fi 


nous  aurons 

.  du 

di=:y 


1— p'U"  ' 

d'où ,  en  intégrant  et  déterminant  la  constante  de  ma- 
nière que  Ton  ait  en  même  temps  t=0  et  U  ==0 , 

En  résolvant  cette  écpiation  par  rapport  à  U ,  noos 
obtenons 

-' 

1  c^    — i 

"-|^ (I-) 

pour  l'expression  de  la  vitesse  qui  a  lieu  dans  la  section 
inférieure  du  tuyau  à  la  fin  du  temps  t.  La  valeur  de  la 
pression  dans  une  tranche  quelconque,  sera  ensuite 
donnée  par  la  formule  (K). 


*  ♦ 
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On  doit  remarquer  d'ailleurs  que  la  valeur  donnée 
par  l'expression  (L)  après  un  certain  temps  (ordinaire- 
ment très-court  et  presque  insensible)  ne  différera  pas 
d'une  quantité  appréciable  de  la  valeur  constante 


P— F 


"=-;=\^'^"%      -» (M) 


+î) 


qui  répond  à  la  supposition  de  t  infiniment  grand,  et 
qui  serait  donnée  immédiatement  par  l'équation  (I) ,  si 

dU 
l'on  y  faisait  —  =0.  En  adoptant  cette  dernière  valeur 

de  U ,  l'expression  (K)  de  la  pression  prendra  la  forme 
plus  simple 

laquelle  se  déduit  aussi  de  l'expression  (E) ,  en  y  faisant 

,-  =  0. 
dt 

On  conclut  de  ces  derniers  résultats ,  que  le  tuyau 
étant  entretenu  constamment  plein ,  le  mouvement  du 
fluide  peut»  après  quelques  instants,  être  regardé  comme 
uniforme ,  la  vitesse  à  la  section  inférieure  étant  repré* 
sentée  par  la  formule  (M) ,  et  la  pression  dans  une  sec- 
tion quelconque  par  la  formule  (N).  Ainsi,  dans  ce  cas, 
la  vitesse  à  la  section  inférieure  ne  dépend  pas  de  la 
figure  du  tuyau,  mais  seulement  du  rapport  des  sec- 
tions extrêmes. 

On  ne  doit  point  oublier  que  les  résultkts  dont  il 
s  agit  sont  fondés  sur  la  forme  de  Tintégrale  (L),  en  sorte 

qu'ils  supposent  que  le  facteur  1 — --  est  positif,  ou 
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que  la  section  inférieure  du  tuyau  est  plus  petite  que 
la  section  supérieure.  Si  cette  condition  n'avait  pas  lieu, 
la  vitesse  du  fluide  tendrait  à  augmenter  indéfiniment. 

Efforts  supportés  par  le  tuyau  pendant  le  mouvement 

du  fluide. 

fc21.  Supposons  comme  dans  le  n""  fcl6 ,  qu'une  por- 
tion de  fluide  incompressible  ÂB  (fig.  42),  sollicitée  par 
la  gravité,  coule  dans  un  tuyau  d'une  longueur  indéfinie, 
et  proposons-nous  de  connaître  les  efforts  que  le  fluide 
exerce  contre  le  tuyau ,  c'est-à-dire  les  forces  qu'il  faut 
employer  pour  maintenir  ce  tuyau  dans  sa  position. 
Cette  question  se  résoudra  de  la  manière  la  plus  simple 
en  observant  que  le  fluide  en  mouvement  et  la  paroi 
solide  et  fixe  du  tuyau  forment  un  système  qui  peut 
être  supposé  libre  dans  l'espace ,  si  l'on  remplace  les 
obstacles  qui  maintienoent  le  tuyau  par  des  forces  égales 
et  opposées  aux  efforts  que  ces  obstacles  supportaient. 
Soient  E,  F,  G  les  résultantes  partielles  des  efiorts  dont 
il  s'agit,  dirigées  dans  le  sens  des  jt  ,  des  y  et  des  z.  Le 
système  est  donc  sollicité  (en  négligeant  le  poids  du 
tuyau) ,  par  des  forces  égales  et  contraires  aux  efforts 
E,  F,  G ,  et  par  l'action  de  la  gravité  sur  le  fluide.  Et 
comme  les  mouvements  des  parties  du  système,  qui  se 
réduisent  ici  aux  mouvements  des  parties  du  fluide , 
doivent  toujours  être  tels  qu'il  y  ait  équilibre  entre  les 
forces  qui  produiraient  ces  mouvements  et  les  forces 
appliquées  au  système  prises  en  sens  contraires,  on  voit 
que  l'expression  de  cette  condition  déterminera  les  vi^ 
leurs  des  efiorts  E,  F,  G,  lorsque  le  mouvement  du 
fluide  sera  connu. 


'  ♦ 
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Gonservons  les  dénommatiouft  desn**  (13  et  aiiitrants. 
La  traoche  quelconqtte  placée  ei^  m  ae  méat ,  à  la  fin  du 
temps  t,  dana  le  sena  de  Taxe  da  tuyau  arec  la  quantité 
de  mouvement  poac/i.u,  dont  les  composantes  dana  le  sens 
des  X ,  des  /  et  des  z  sont  respectivement 

dx  dy  dz 

Ainsi  la  condition  d'équilibre  énoncée  ci-deasus  donne 
les  équations 

les  intégrales  désignées  par  f  étant  prises  entre  les 
sections  extrêmes  A  et  B  du  fluide.  Mais  on  a 

d  /    dx\  ^/du    du  ds\dj:       ^^^\  ^ 
dk^di)'^\di^'ds  di/di  '^^ikjlrdi' 

ds 
ou,  parce  que  ~s=  u , 

diVdsJ''  dl  ds  '^''dsy^ds/ 
et  par  l'équation  (G)  du  n*  kiG , 

nU  du^Ci  dV 

a>  di        oà    fli 

Il  vient  donc,  en  substituant  ces  valeurs, 

rf/ei^Y    a^rfx     tfU'  i^/i  ^\ 

5Ï\    ds/oi  dt    ds         w    'd$\f^ds/' 
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On  trouver  ée  même 

'_^/^\_a£U^     ft'U'  d/i  dr\ 

di\  ds  /^  ta   di    ds         bi  '5s\»  ds  /' 
d/    dz\_a  du    dz      fl«U'  d/i  dz\ 
d\    ds  )      vi    dt    d$         ^    'ds\vi  ds)' 

Ainsi  les  expressions  précédentes  reviennent  à 

^=-'/[°î*-'"^''(;t)]. 


ou  bien  à 


^  1  ^ 

s^conM. — ^pii  -j-  J? — pnTJ*.  -  j-, 

dU  „^.  1  </z  /•    , 


en  dlétermuBant  les  ^coBstantes  de  manière  que  ces  ex-* 
pressiNMis  soient  nulles  pour  les  ^akurs  qui  conTienaent 
à  la  section  supérieure  A  du  fluide,  «t  donnant  ensuite 
aux  variables  les  valeurs  qui  conviennent  k  la  sedkm 
in£érieare  B. 

Si  Ton  r^ft^sente  comme  ci^dessus  par  O,  O,  le» 
aires  des  sections  A  et  B;  par  >,  p,  v  et  V,  fi',  v  les  angles 
que  Taxe  du  tuyau  forme  respectivement  au  point  A  et 
au  point  B  avec  les  axes  des  x,  des  /  et  des  z  ;  par  i , 
«)  et  ç  les  distances  des  points  A  et  B  de  Taxe  mesurées 
parallèlement  aux  x,  aux  y  et  aux  z;  et  enfin  par  n  Ic^ 


«  » 
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poids  du  fluide  contenu  dans  le  tuyau,  on  aura 


tiyement 

du  .,-.  /cosy       co».v\  , 

pour  les  expressions  des  forces  oherchéesi  Ces  formules 
remarquables  montrent  que  les  efforts  exercés  sur  le 
tuyau  dans  une  direction  quelconque  dépendent  seule- 
ment de  la  situation  respective  des  extrémités  de  la 
colonne  de  fluide,  de  la  direction  du  tuyau  et  de  l'am- 
pUtude  de  la  section  transversale  à  ces  mêmes  extrémi- 
tés, et  enfin  de  la  vitesse  du  fluide.  Elles  sont  indépen- 
dantes de  la  figure  du  tuyau  entre  les  points  extrémea 
dont  il  s'agit. 

422.  Les  formules  précédentes  s'appliqueront  facile- 
ment aux  divers  cas  d'écoulement  qui  ont  été  considérés 
dans  les  n^  &i7  et  suivants.  Eln  général,  les  efforts 
supportés  par  le  tuyau  varient  avec  le  temps.  Maia 
dans  le  cas  dun*  4S0 ,  b'est-à-dire  quand  il  s'agit  d'un 
tuyau  entretenu  constamment  plein ,  où  l'on  peut  re- 
garder (  abstraction  faite  des  premiers  instants  du 
mouvement)  la  vitesse  comme  constante  ^  ces  formules 
deviendront ,   en  écrivant  a  au  lieu  de  O'» 
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Dans  ces  dernières  équations , 


0^ 

Mouvement  d'un  fluide  incompressible  et  pesant  dans 

un  vase  de  figure  quelconque. 

423.  La  connaissance  exacte  du  mouvement  d'un  fluide 
pesant  dans  un  vase  exigerait  l'emploi  des  équations 
différentielles  qui  ont  été  données  dans  Particle  XXVIII. 
On  peut  néanmoins ,  dans  plusieurs  cas ,  déduire  des 
notions  présentées  dans  les  n^  k\%  et  suivants  des  ré* 
sultats  qui  s'accordent  avec  les  effets  naturels ,  et  dont 
la  connaissance  est  très-utile. 

Les  cas  qu'il  importe  de  considérer  pour  les  applica- 
tions ,  sont  :  1*"  celui  où  un  vase  qui  avait  été  rempli 
de  fluide  se  vide  par  un  orifice  inférieur,  comme  on  l'a- 
vait supposé  dans  le  n""  iS^18 ,  et  V  celui  où  un  vase  est 
entretenu  constamment  plein ,  le  fluide  qui  s'écoule 
par  l'orifice  étant  continuellement  remplacé  à  la  surface 
supérieure  ,  comme  on  l'avait  supposé  n*  &âO.  La  prin- 
cipale question  que  l'on  se  propose  ,  consiste  à  déter- 
miner la  quantité  de  fluide  qui  sera  débitée  par  l'ori- 
fice dans  un  temps  donné,  et  cette  question  dépend 
elle-même  de  la  détermination  de  la  vitesse  du  fluide  à 
cet  orifice. 

Considérons  un  vase  de  figure  quelconque  dont  le 
fluide  s'écoule  par  l'orifice  NN  (fig.  &3).  Admettons  que 
cet  orifice  soit  évasé,  c'est-à*dire  que  la  paroi  supérieure 
ait  près  de  l'orifice  une  figure  telle  que  l'on  puisse  attri- 
buer à  tous  les  filets  du  fluide  qui  traversent  le  plan  NN 
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des  directions  peJrpendiculairea  à  ce  plan.  S<Ht  MM  la 
surface  supérieure  du  fluide  contewi  dans  le^ase  àlafin 
du  temps  t.  Lobservation  apprend  que  cette  surface 
diffère  très-peu  d'un  plan  horizontal,  surtout  quand 
Torifice  NN  est  sensiblement  moindre  que  Taire  de  la 
sup&ce  dont  il  s'agit,  et  quand  elle  n*est  pas  très-voisine 
de  cet  orifice.  Gela  posé,  considérant  un  élément  quel- 
conque infinin^cnt  petit  4e  Taire  4e  Torifice  placé  ea  B 
et  le  filet  de  fluide  qui  traverse  cet  élément,  on  p^ut 
tonjcmrs  concevoir  ce  filet  prolongé  en  A  jiuqn'à  U 
surface  supérieure  du  fluide^  en  lui  donnant  une  %upe 
telle  qu'il  contienne  toule$  lef  molécules  qui,  par  le 
progrès  du  mouvement,  doiyent  traverser  le  plan  de 
Torifice  en  B.  Or,  si  la  figure  de  tous  les  fileta  Afi  était 
connue,  on  pourrait  appliquer  àcbacund'eux  les  résultats 
présenté^  dans  les  n"^  ^16  et  <^17«  en  sorte  que  Ton  cw- 
nattrait  la  valeur  de  1^  vitesse  du  fluide  à  ia  fin  dii 

m 

temps  t  pour  un  élément  quelconque  de  l'aire  de  Tori- 
fice, et|  par  conséquent ,  b  quantité  4q  fluide  écoulé 
dans  un  temps  donné.  On  doit  remarquer,  4'ailleurs , 
que  la  conwûssanœ  d^  la  figure  des  filets  de  fluide  AB, 
est  ici  absolument  nécessaire  pour  la  détermination 
du  mouvement  du  fluide ,  puisque  la  formule  (F)  du 
n**  416,  dont  on  doit  faire  usage,  contient  Tintégrale 

M=  I    —  dont  la  valeur  dépend  de  cette  figure.  Et  il 

en  résulte  qu'en  général  le  mouveipeot  du  ifli^de,  dans 
un  vase  qui  se  vide  par  un  orifice  inférieur,  ne  peut 
être  connu  avec  Texactitude  nécessaire. 

k%k*  Mais  si  la  surfiioe  supérieure  du  fluide  dans  le 
vase  est  maintenue  constamment  au  ilivtau  MM,  les 
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parties  du  floide  qui  s  abai»seot  «tant  continuellement 
remplacées  par  d'autres  qui  affluent  avec  des  vitesses 
égales  aux  vitesses  des  premières,  on  devra  appliquer 
aux  divers  filets  AB  les  résultats  présentés  dans  le  n*  420. 
Ainsi ,  après  un  temps  très-court ,  le  mouvement  du 
fluide  dans  toutes  les  parties  demeurera  constant  ;  et , 
en  supposant  que  les  pressioqs  extérieures  supportées 
par  les  sections  MM  «t  NN  soient  égales  entre  elles ,  la 
vitesse  du  fluide  au  point  B  de  rorifiee  ser|i  d'après  la 
formule  (M) 


2;  représentant  la  distance  verticale  du  point  B  à  la  sur- 
face supérieure  MM  du  fluide ,  ou  la  charge  du  fluide 

Ci 

sur  le  point  B;  et  «pr  étant  le  rapport  entre  les  aires  des 

sections  extrêmes  B  et  A  du  filet  AB,  rapport  qui  ne  peut 
difierer  sensiblement  de  celui  des  aires  des  sections  NN 
et  MM  d|i  vase.  Ainsi ,  dans  le  cas  d'un  écoulepient 
constant  dans  un  vase  entretenu  plein  ,  on  peut  évaluer, 
avec  une  exactitude  suffisante ,  la  vitesse  du  fluide  dans 
les  différents  points  du  plan  de  l'orifice^  et  déterminer, 
en  conséquence,  le  volume  du  fluide  délrité  dans  l'unité 
de  temps. 

425.  Quant  aux  pressions  qui  ont  lieu  dans  les 
diverses  parties  du  vase ,  on  voit ,  par  la  formule  (N)  du 
n*  420 ,  que  la  détermination  de  la  pression  dana  un 
temps  donné  exige  la  connaissance  de  la  section  *»  du 
filet  AB  qui  passerait  par  ce  point.  La  figure  de  ces 
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fileU  demeurant  incomuie,  la  preMion  ne  peut  donc 
être  déterminée  exactement  :  on  ne  peut  que  Tévaluer 
approximativement  d'une  manière  fort  imparfaite  en 
général ,  en  appliquant  au  vase  que  l'on  considère  la 
formule  (N) ,  qui  ne  oonyient  réellement  qu'à  un  tuyau 
dont  la  grosseur  est  très-petite. 

II  &ut  bien  remarquer,  d'ailleurs ,  que  cette  formule 
ne  s'applique  véritablement  qu'à  un  filet  de  fluide  d'one 
secticm  très^petite  coulant  dans  un  tuyau  solide.  Si 
l'on  voulait  considérer  un  ensemble  de  filets  de  fluide, 
comme  les  actions  se  transmettent  alors  d'un  filet  à  un 
autre ,  il  faudrait  prendre  en  considération  la  force  cen- 
trifuge des  molécules  qui  augmente  nécessairement 
d'une  manière  sensible  la  pression.  L'efiet  de  cette  force 
n'altère  pas  le  mouvement  du  fluide  dans  chaque  filet , 
parce  qu^elle  est  toujours  perpendiculaire  à  la  direction 
de  l'axe  du  filet  ;  mais  elle  augmente  la  pression  dans  la 
partie  du  vase  vers  laquelle  les  filets  de  fluide  tournent 
leur  convexité.  Ainsi,  les  résultats  relatifs  au  mouve- 
ment du  fluide ,  déduits  de  la  considération  du  mouve- 
ment dans  chaque  filet  pris  à  part ,  peuvent  être  admis, 
mais  il  n'en  est  pas  de  même  des  résultats  relatifs  à  la 
pression. 

h26.  A  l'égard  des  efforts  supportés  par  le  vase  pen- 
dant le  mouvement  du  fluide ,  on  peut  appliquer  ici  les 
expressions  du  n""  &22.  Les  angles  désignés  par  X  et  {a 
sont  droits  pour  tous  les  filets ,  et  l'angle  v'  est  nul.  De 
plus,  l'angle  désigné  par  V  sera  droit,  si  l'on  suppose 
le  plan  des  yz  perpendiculaire  au  plan  NN  de  l'orifice, 
et  Teffort  désigné  par  Ë  sera  nul.  On  aura  donc  sim- 
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pkment  pour  les  eflforts  horiaonlal  et  yertical  exercés 
sur  le  vase 

F=— pa1?oos.f«', 

expressions  qui  se  réduisent  à 

lorsque  le  plan  de  l'orifice  est  vertical;  et  dans  les- 
quelles on  prendra,  pour  les  quantités  O  et  A,  les  aires 
des  sections  MM  et  NN ,  et  pour  U%  la  moyenne  des 
carrés  des  vitesses  des  filets  de  fluide  qui  traversent  le* 
plan  NN ,  ces  vitesses  étant  évaluées  conformément  à 
ce  qui  a  été  dit  n""  &3&. 

Comme  l'effet  de  la  force  centrifuge  est  pris  en  con- 
sidération dans  les  expressions  dont  il  s'agit ,  elles  s'ap- 
pliquent à  un  ensemble  de  filets  de  fluide,  aussi  bien 
qu'à  cbaque  filet  considéré  à  part. 

Cas  où  t orifice  par  lequel  le  fluide  découle  est 

très^petiu 

(27.  Si  l'orifice  est  très-petit  par  rapport  à  toutes 

les  sections  transversales  du  vase,  on  peut  admettre  que^ 

dans  les  filets  de  fluide  AB  dont  il  est  question  dans  le 

n*  433  y  la  section  à  l'extrémité  B  est  aussi  très-petite 

par  rapport  à  toutes  les  autres  sections. 'Considérons, 

comme  dans  le  n""  &18 ,  le  cas  d'un  tuyau  qui  se  vide 

par  l'extrémité  inférieure.  Nous  devons  employer,  à  la 

détermination  du  mouvement  du  fluide ,  l'équation  (F) 

30 
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du  n*  hlT,  et  comme  la  section  iiiférieiire  O  é^i  cod- 
stanie,  on  peut,  pour  plus  de  simplicité,  écrire  a  au 
lieu  de  (y,  et  alors  U  désignera  la  i^esse  de  la  section 
dont  il  s'agit.  Mais,  si  Ton  r^arde  il  comme  très-petite 
par  rapport  à  toutes  les  autres  sections  du  tuyau ,  le 

terme  pMn  -7-  de  réquatien  (F)  pourra  être  négligé , 

et ,  à  plus  forte  raison ,  le  terme  —  gr-  Celte  équation 
donnera  donc 


"- V  *{V^*')  ■■ 


en  sorte  que  la  vitesse»  à  Textrémilé  du  tuyau  par  la- 
quelle le  fluide  s'écoule,  ne  dépend  que  des  pressions 
extérieures  et  de  la  différence  de  niveau  des  deux  eztré' 
mités  de  la  colonne  de  fluide.  Au  moyen  de  cette  ez- 
preMÎon  de  U,  Féquation  (G)  du  n*  kV!  donnera  immé- 
diatement une  relation  entre  S  et  t,  et,  par  conséquent, 
la  loi  du  mouvement  de  l'extrémité  supérieure  de  la 
colonne  de  fluide.  Quant  à  la  valeur  de  la  pression , 
l'équation  (E)  du  même  numéro  se  réduit  ici  à 

d'où  l'on  conclut  que  la  pression  ne  diffère  pas  de  celle 
qui  aurait  lieu  si  le  fluide  n'avait  aucun  mouvement. 

En  appliquant  maintenant ,  d'après  les  notions  pré- 
sentées n*  423 ,  ces  résultats  aux  cas  où  le  fluide  s'é- 
coulerait  hors  d'un  vase  d'une  figure  quelconque  par 
un  orifice  très-petit,  on  voit  que  les  termes  dont  la 
détermination  exigeait  la  connaissance  de  la  figure  des 
filets  du  fluide  ayant  disparu  à  raison  de  la  petitesse 
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supposée  de  rorifice  d'écoulemeot ,  les  expressionft  pré- 
cédentes de  la  vitesse  à  l'orifice  et  de  la  pression  dans 
Tin  teneur  du  vase  pourront  être  employées.  Ainsi ,  Ton 
doit  admettre  que  lorsqu'un  fluide  incompressible  s'é- 
coule hors  d'un  vase  par  un  orifice  très-petit,  la  pression 
extérieure  étant  supposée  la  même  à  la  surface  supé- 
rieure du  fluide  et  à  l'orifice ,  i"*  la  vitesse  à  Torifice  est 
constamment  due  à  la  hauteur  variable  de  la  surface 
supérieure  du  fluide  sur  le  centre  de  cet  orifice  ;  V  la 
pression  dans  l'intérieur  du  vase  est  la  même  qui  aurait 
lieu  si  le  fluide  ne  se  mouvait  pas. 

Les  résultats  précédents  s'appliquent  à  plus  forte 
raison  au  cas  d'un  vase  entretenu  constamment  plein. 
La  quantité  désignée  par  ^  dans  le  n*  k^O  étant  très- 
grande  ,  la  vitesse  U  acquiert  presque  instantanément  la 
valeur  constante  (M)  du  même  numéro,  laquelle  se 
réduit  à 


-  N/M'-?  +=)  ^ 


ou  a 


dans  le  cas  où  les  pressions  extérieures  sur  les  tranehes 
extrêmes  sont  égales  entre  elles. 

Les  expressions  du  n**  h26  donnent  exactement  les 
efforts  supportés  par  le  vase,  en  prenant  pour  n  l'aire  de 
l'orifice. 

L'expression  Fss —  poU'  de  l'eficrt  horizontal  auquel 
donne  lieu  l'émission  du  fluide  par  un  orifice  dont  le 
plan  est  vertical  revenant  à  F=: — p^n.âç,  lorsqu'on  rem- 
place U  par  la  valeur  précédente  |/3f^,  on  voit  que  le 
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vase  est  repoujMé  en  sens  contraire  du  mouvement  du 
fluide  par  un  effort  égal  au  poids  d'une  colonne  de  fluide 
ayant  pour  base  Torifice  et  pour  hauteur  le  double  de 
la  charge  qui  a  lieu  sur  le  centre  de  cet  orifice.  Ce 
résultat  donne  l'explication  de  divers  phénomènes 
remarquables. 

Cas  où  {orifice  ri  est  point  éi^asé.  —  Contraction 

de  la  î^ine  fluide. 

kS8.  On  a  indiqué  dans  le  n*  US  ce  que  Ton  enten-. 
dait  par  un  orifice  éiuué.  Les  résultats  présentés  dans 
ce  numéro  et  les  suivants»  ne  conviennent  qu'aux  cas 
oik  le  fluide  s'écoule  par  un  orifice  de  cette  espèce..  Os. 
donneront  alors  les  moyens  de  calculer  le  volume  de 
fluide  écoulé  dans  un  temps  donné,  puisqu'ils  font 
connaître   la    vitesse  du   fluide   dans    les   différentes 
parties  du  plan  de  l'orifice^  et  que  les  Glets  rencon- 
trant ce  plan  à  angles  droits ,  le  volume  qui  s'écoule 
dans  l'unité  de  temps  est  le  produit  de  l'aire  de  chaque 
partie  de  l'orifice  par  la  vitesse  correspondante.  Les 
calculs  iaits  conformément  à  ces  principes  s'accordent 
avec  les  observations.  Il  faut  seulement  excepter  les 
cas  où  les  dimensions  transversales  du. vase  sont  fort 
petites  par   rapport  à  sa  longueur,   commk . dans .  les 
tuyaux  servant  à  conduire  l'eau ,  parce  que  les  effets 
des  forces  d'adhérence  qui  existent  entre  les  parties  du 
fluide   et  des  parois   deviennent  alors  très-sensibles , 
et  ne  peuvent  être  négligés  sans  qu'il  en  résulte  de 
grandes  erreurs. 

Quand  un  orifice  n'est  pas  évasé,  la  seule  différence 
de  ce  cas  au  précédent  consiste  en  ce  que  les  filets  de 
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fluide  ne  traversent  plus  tous  le  plan  de  l'orifice,  suivant 
des  directions  perpendiculaires  à  ce  plan.  Cette  circon- 
stance n'empêche  pas  que  les  vitesses  des  molécules,  à 
l'instant  où  elles  traversent  le  plan  de  l'orifice»  n'aient 
les  valeurs  qui  seraient  déterminées  par  les  règles 
exposées  ci-dessus;  mais  elle  s'oppose  à  ce  que  l'on 
puisse  déduire  de  la  seule  connaissance  de  ces  vitesses 
l'évaluation  du  volume  de  fluide  qui  s'écoule  dans  un 
temps  donné.  En  efiet,  la  dépense  de  chaque  filet 
doit  s'estimer  par  le  produit  de  la  vitesse  multipliée 
par  Taire  de  la  partie  correspondante  de  l'orifice  pro- 
jetée sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  du  filet, 
direction  que  la  théorie  précédente  ne  détermine  pas 
en  général. 

Cette  obliquité  dans  la  direction  d'une  partie  des 
filets ,  et  particulièrement  de  ceux  qui  sont  le  plus  vot* 
sins  du  contour  de  l'orifice ,  produit  ce  qu'on  appelle  la 
Contraction  de  la  i^eine  fluide.  Lorsqu'un  fluide  jaillit 
hors  d'un  orifice  évasé,  la  veine  présente»  au  sortir  de 
l'orifice,  la  figure  d'un  cylindre  ou  d'un  prisme  droit» 
dont  la  base  est  l'orifice  même ,  et  dont  l'axe  est  perpen- 
diculaire au  plan  de  cet  orifice.  Mais  si  l'évasement  n'a 
pas  lieu  -,  si ,  par  exemple  l'orifice  NN  (fig.  hk)  consiste 
simplement  dans  une  ouverture  faite  dans  une  paroi  plane 
et  mince ,  la  veine  se  contracte  au  sortir  de  cet  orifice 
avant  de  prendre  une  figure  cylindrique  ou  prismatique, 
et  sa  section  nn  est  alors  très- sensiblement  moindre  que 
l'aire  NN  de  l'orifice.  On  conçoit  d'ailleurs  que  les  filets 
pouvant  être  regardés  comme  traversant  la  section  con- 
tractée nn  avec  des  directions  perpendiculaires  au  plan 
de  cette  section,  on  peut  considérer  la  partie  Nfi/iM 
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oomme  un  prolongement  du  vnse  et  appliquer  à  la  sec- 
tion nn  les  résultats  présentés  ci-dessus  et  qui  convien- 
nent à  un  orifice  évasé.  Mais  cette  remarque  ne  met- 
trait pas  encore  à  même  d'évaluer  la  quantité  de  fluide 
écoulé  dans  un  temps  donné ,  paroe  que  l'on  ne  peut 
assigner  d'avanee  le  rapport  des  sectious  NN  et  nn.  On 
peut  seulement  alEnner  que  ce  rapport  est  toujours  com- 
pris entre  les  nombres  1  et  3. 

On  voit  par  ce  qui  précède  que  les  notions  exposées 
dana  œt  article  ne  peuvent  fiûre  connaître  avec  cer- 
titade  l'écoulement  du  fluide  hors  d'un  vase  que  si  lo  • 
rîfioe  est  évasé.  Dans  tout  autre  cas  il  est  nécessaire  de 
recourir  à  des  régies  déduites  d'observations  spéciales. 
L'expérience  a  appris  que  dans  le  cas  d'un  orifice  ouvert 
dans  une  paroi  plane  et  mince,  le  rapport  de  la  section 
m»  à  la  section  NN  difière  peu  de  0,69.  Ce  résultat 
subsiste  lors  même  que  Ton  fait  varier  dans  des  limites 
assefe  étendues,  la  figure  de  l'orifice  et  ses  dimen- 
sions absolues,  il  en  résulte  que  Ton  peut  alors ,  si 
rorifice  est  fort  petit  par  rapport  aux  sections  du  vase, 
estimer  le  volume  de  fluide  écoulé  dans  l'uni  té  de  temps, 
par  la  formule 

0,6a.ftV/%ç . 

il  désignant  Taire  de  cet  orifice  et  K  la  charge  de  fluide 
qui  a  lieu  sur  son  centre. 

&S9.  Les  résultats  qui  viennent  d'être  présentés  ne 
peuvent  être  appliqués  que  si  la  grandeur  de  la  section 
dans  l'intérieur  du  vaëe  varie  par  degrés  insensibles , 
et  surtout  s'il  n'y  a  pas  dans  ce  vase  d'étranglement , 
c'est-à-dire  de  rétrécissement  subit  dans  la  section,  ou 


—  47'  — 

de  changenientbrusque  dans  la  direction  dttniouvemMit 
du  fluide.  Lorsqu'un  vase  présente  des  modifications  de 
cette  nature,  la  détermination  du  mouvement  du  fluide 
devient  plus  difficile  ,  et*  exige  des  considérations  spé- 
ciales. 

Mouuement  étun  fluide  élastique  dans  un  uase. 

kSO.  Les  équations  (A)  et  (B)  du  n""  U3 ,  expriment 
généralement  les  conditions  du  mouvement  d'un  fluide 
coulant  dans  un  tuyau  dont  les  dimensions  transversales 
sont  supposées  très-petites.  En  supposant  ce  fluide  élas- 
tique, et  la  température  uniforme  et  constante,  on 
posera  p^stkp,  œ  qui  changera  ces  équations  en 

dt         ds 

et  Ton  ne  doit  point  oublier  que  les  différentielles  dp, 
dz  et  du*  dans  la  première,  sont  prises  en  faisant  varier 
5  seule. 

431.  Considérant  seulement  ici ,  pour  plus  de  sim- 
plicité ,  le  cas  analogue  à  celui  du  n""  420 ,  nous  sup- 
poserons que  le  tuyau  par  lequel  le  fluide  s'écoule, 
prend  naissance  dans  un  réservoir  ou  gazomètre, 
où  la  pression  est  maintenue  à  la  valeur  constante  P^ 
et  que  la  section  extrême  du  même  tuyau  est  placée 
dans  un  milieu  où  la  pression  est  aussi  maintenue 
à  une  valeur  constante  F  moindre  que  P.   Dans  ce 


\ 
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cas  9  le  mootremeDt  du  fluide  parviendra  presqu'iostan* 
Uuaéniflat  à  un  état  permanent  »  que  les  équations  prë- 

éUi  dp 

cédentes  feront  connaître  en  y  faisant  -7  ^0  et  3  =0: 

^  dt  dt        ^ 

ce  qui  les  réduit  à 

k±^gd^--l.dM'    et    ^-0. 
p      **  2  d$ 

La  première  donne  en  intégrant 

k,lp^=eonsU'\'gz —  -—  u*. 

En  désignant  y  comme  dams  les  numéros  précédents, 
par  a  l'aire  de  la  dernière  section  du  tuyau  et  par  U  la 
▼itessç  à  cette  section ,  .on  aura  toujours  pour  la  seconde 
équation  p^HAsrP^aU.  Si  donc  on  désigne  encore  par  0 
l'aire  de  la  première  section  du  tuyau ,  l'équation  précé- 
dente donnant  pour  cette  section 

k.l9^const.——  pj^., 
on  voit  que  Tou  a  pour  une  section  quelconque 

et  pour  la  section  extrême 


d'où  l'on  déduit  poar  l'expresaion  de  la  vitesse  d'écoule- 
ment du  fluide, 

P 


P'o* 
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La  vitesse  U  étant  déterminée,  l'équation  précédente 
fera  connaître  la  valeur  de  la  pression  p  qui  a  lieu  dans 
la  section  quelconque  ». 

432.  Dans  la  plupart  des  cas  qui  pourront  se  présen- 
ter, le  terme  5tffi  sera  fort  petit  par  rapport  au  terme 

P 

âA./^  et  pourra  être  négligé.  Si  de  plus  on  suppose 

très-petit  le  rapporter  des  sections  extrêmes  du  tuyau , 
l'expression  précédente  de  U  se  réduira  à 


V=\/ik.l^ , 


et  l'équation  qui  donne  la  pression  à 


iL       ^_i 


•  .■ 


J?  =  £iî 


F  PW 

L'expression  précédente  de  U  peut  être  employée  pour 
calculer  le  volume  de  fluide  élastique  qui  s'écoule  dans 
un  temps  donné,  sous  une  pression  constante  F,  par 
un  orifice  très-petit  évasé.  Si  l'orifice  n'était  pas  évasé , 
on  devrait  avoir  égard  aux  remarques  présentées  n*"  428, 
comme  s'il  s'agissait  d'un  fluide  incompressible. 

XXX.  De  la  résistance  des  fluides. 

433.  L'expression  de  JRésùtance  des  fluides ,  désigne 
en  général  l'effort  qu'il  est  nécessaire  d'exercer  pour 
maintenir  immobile  un  corps  qui  reçoit  le  choc  d'un 
fluide ,  ou  pour  faire  mouvoir  un  corps  qui  est  plongé 
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dans  un  fluide.  La  conDaissancc  exade  des  efforU  de 
cette  nature  est  un  ol^et  d'une  grande  importanoe  dans 
les  applications  aux  arts  mécaniques.  Pour  présenter 
sur  ce  sujet  des  notions  précises  »  on  distinguera  deux 
cas  principaux ,  1*"  celui  d'une  veine  de  fluide  jaillissant 
par  Torifice  d'un  vase  et  Tenant  choquer  un  corps  dont 
les  dimensions  sont  plus  grandes  quç  celles  de  cette 
▼eine  ;  ¥  celui  d'un  corps  plongé  dans  un  courant  de 
finide  d'une  étendue  indéfinie. 

Du  choc  d*une  veine  fluide. 

h^k.  Soit  en  premier  lien  une  veine  de  fluide  incom- 
pressible jaillissant  dans  une  direction  horizontale  d'un 
orifice  évasé  NN  (fig.  ^5),  au  choc  de  laquelle  on  a  pré- 
senté le  plan  PP  placé  perpendiculairement  à  Taxe  ÂB 
de  cette  veine.  En  sortant  de  l'orifice,  tous  les  filets  de 
fluide  sont  parallèles  k  Taxe ,  et  si  Félendue  du  plan  PP 
est  suffisante ,  ils  ont  pris  en  arrivant  à  son  contour,  des 
directions  parallèles  à  ce  plan ,  et  par  conséquent  per- 
pendiculaires à  la  ligne  AB.  G)Usidérons  un  de  ces  filets 
dans  l'intervalle  NP  compris  entre  la  section  rïN  et  le 
contour  du  plan.  On  peut  le  concevoir  coulant  dans  un 
tuyau  d'une  section  très-petite  ;  et  les  formules  expo- 
sées dans  les  n^  4>21  et  422,  exprimeront  les  efforts 
exercés  contre  ce  tuyau  dans  des  directions  données,  ou 
les  forces  qu'il  faudrait  lui  appliquer  pour  le  maintenir 
immobile.  Mais  il  est  évident  que  les  efforts  résultant 
du  mouvement  du  fluide  dans  chaque  filet,  se  trans- 
mettent d'un  filet  à  un  autre  ,  et  que  si  l'on  prend  pour 
chacun  des  filets,  TeSort  qui  résulte  du  mouvement  du 
fluide  dans  le  sens  delà  ligne  AB  ,  la  somme  de  tous  ces 
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efforts  sera  Teffort  exercé  contre  le  plan  PP.  D'après  cela, 
en  appliquant  ici  les  résultats  du  n*"  lAi  ;  supposant 
Taxe  des^  parallèle  à  la  ligne  AB,  et  la  vitesse  du  fluide 
constante  par  rapport  au  temps  ;  observant  que  pour 
un  filet  quelconque,  Tangle  f»  est  nul  et  Fangle  p'  droit , 
on  aura  pour  Teffort  produit  dans  une  direction  paral- 
lèle à  la  ligne  ÂB  par  le  mouvement  du  fluide  dans  ce 

filet,F=— — .   Si  l'on  suppose  dans  cette  expression 

Q=a,  U  désignera  la  vitesse  à  la  section  O,  c'est-à^ire 
à  l'extrémité  du  filet  placée  en  MN,  et  Ton  auraFaspaU*. 
Cette  expression  étant  commune  à  tous  les  filets  qui 
composent  la  Teine,  on  en  condura  que  Teffort  exercé 
contre  le  plan  par  le  choc  du  fluide,  est  exprimé  par  pûlT, 
a  désignant  Taire  de  l'orifice  NM  et  U  la  vitesse  à  cet 
orifice.  Ce  résultat  est  confirmé  par  les  observations , 
pourvu  que  les  circonstances  indiquées  aient  effective- 
ment lieu  ;  c'est-à-dire  pourvu  que  l'orifice  soit  évasé, 
et  que  le  plan  choqué  soit  assez  grand  pour  que  tes  filets 
de  fluide  aient  tous  pris,  quand  ils  en  atteignent  le 
contour,  des  directions  parallèles  à  ce  plan. 

Si  l'orifice  NN  n'était  pas  évasé,  en  sorte  que  la  veine 
se  contractât  après  sa  sortie  de  l'orifice,  conformément 
à  ce  qui  a  été  exposé  n*  <k28,  on  appliquerait  la  formule 
précédente  en  prenant  pour  a  l'aire  de  la  section  de  la 
veine  dans  l'endroit  ou  elle  est  devenue  sensiblement 
cylindrique  et  pour  U  la  vitesse  du  fluide  dans  cette 
section. 

En  rapprochant  le  résultat  précédent  de  celui  qui  a 
été  présenté  à  la  fin  du  n*"  blT,  on  voit  que  l'effort  exercé 
contre  le  plan  PP  par  le  choc  du  fluide  est  égal  h  l'effort 
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exercé  en  sens  contraire  contre  le  vase  d'où  le  fluide 
s'écoule.  L'application  du  principe  de  la  conservation 
du  mouvement  du  centre  de  gravité  rend  raison  de  l'é- 
galité nécessaire  de  ces  deux  efforts. 

k^k.  Si  la  veine  jaillissait  verticalement  de  haut  en 
bas ,  Pefibrt  supporté  par  le  plan  horizontal  PP  <{ui  en 
recevrait  le  choc  serait  exprimé  par  |BaU*-|-n ,  en  dési- 
gnant par  n  le  poids  du  fluide  contenu  en  NPPN, 
poids  qui  ne  peut  être  déterminé  sans  la  connaissance 
oon^lète  du  mouvement  du  fluide.  Dans  le  cas  où 
la  veine  jaillirait  au. contraire  de  bas  en  haut,  l'eSort 
serait  exprimé  par  f)oU*-^n. 

^36.  Admettons  maintenant  que  Ton  présente-  au 
choc  d'une  veine  horizontale ,  un  conoïde  convexe  dont 
l'axe  cofncide  avec  celui  de  cette  veine  (fig.  ^6).  Tous  les 
filets  de  fluide  formeront  en  P  avec  œt  axe  AB  un  même 
angle  que  nous  désignerons  par  v.  En  appliquant  au 
cas  dont  il  s'agit,  comme  dans  le  n*"  kZk^  Vexpressiou 
de  F  trouvée  n*  &S1,  on  devra  .donc  supposer  11=^0  et 

p.'s=ir,  ce  qui  donnera   F  =|>û'U*  (  --. -^  j ,  et 

faisant  toujours  ûsO,   F=paU*  fl — —  cos.r).  Cette 

expression  étant  commune  à  tous  les  filets ,  on  peut 
prendre  pour  la  valeur.de  l'effort  exercé  contre  le  co- 
noïde ,  la  formule 


en 


pûU*  (1-^  cos.v), 


On  entehd  ici  par  conoïde  un  corps  ressemblant  à  un  tronc  de 
cène  droit ,  terminé  par  un  segment  sphérique  tangent  au  cdne. 
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a  désignant  toujours  l'aire  de  rorifice  NN  et  Ù  là  vi- 
tesse du  fluide  à  cet  orifice.  Mais  dans  cette  formule  le 

rapport  ^,  des  aires  des  sections  de  chaque  filet  en  N 

et  en  P  demeure  inconnu.  On  remarquera  qu'il  ne  peut 
y  avoir  une  grande  erreur  à  supposer  que  la  plupart 
des  filets  de  fluide  affectent  des  figures  telles  que  la  vi- 
tesse absolue  des  molécules  ne  varie  pas  d'une  manière 
sensible  de  N  en  P,  et  par  conséquent  que  les  sections 
transversales  de  ces  filets  ne  varient  pas  non  plus  sen* 

siblement.  D'après  cette  hypothèse  on  fera  ~  =  1 ,  et 

Ton  regardera  leffort  supporté  par  le  conoïde  comme 
étant  donné  par  l'expression 

pûl7(l— eos.V). 

Si  le  conoïde  recevait  le  choc  de  la  veine  sur  sa  con- 
cavité ,  on  pourrait  appliquer  les  considérations  précé- 
dentes en  changeant  le  signe  du  cosinus  de  l'angle  «r. 
L'efiott  résultant  du  choc  serait  exprimé  par 

f>al7(l+co8.Y). 
Cette  formule  donnerait  pour  la  valeur  de  cet  effort 

â.paU'  on  pg£xM, 
(C  étant  la  hauteur  due  à  la  vitesse  U),  si  la  forme  du 
conoïde  était  telle  que  les  filets  du  fluide  fussent  réflé- 
chis en  sens  contraire  de  la  veine.  Ces  résultats  sont  à 
fort  peu  près  conformes  aux  effets  naturels ,  ainsi  qu'on 
peut  le  conclure  d'expériences  spéciales  dues  à  Morosù 
^37.  Nous  admettrons  enfin  que  l'on  présente,  au  choc 
d'une  veine  dont  l'axe  AB  (fig.  VI)  est  dirigé  d'une  ma- 
nière quelconque»  un  plan  PP  dont  la  direction  est  égale- 


-47»- 

ment  arkitraiie.  Noas  aupposoiu  toujoucs  ce  plan  assez 
grand  pour  que  les  filets  de  fluide^  en  le  quittant  en  P, 
soient  dirigés  parallèlement  à  sa  surface.  Soit  v  Tangk 
que  le  plan  PP  forme  avec  Taie  AB,  a  l'angle  que  la  per- 
pendiculaire à  oeméme  plan  forme  avec  la  verticale,  n 
le  poids  du  fluide  contenu  dans  l'espace  NNPP,  F  la 
force  qui  doit  être  appliquée  perpendiculairement  au 
plan  »  pour  le  maintenir  dans  sa  position  et  résister  au 
choc  du  fluide.  On  connaîtra  la  force  F  en  remarquant 
que ,  dans  le  système  formé  du  plan  PP  et  du  fluide 
contenu  en  NNPP,  il  doit  toujours  y  avoir  équilibre 
entre  les  quantités  de  mouvement  acquises  pendant  Fin- 
tervalle  de  temps  ik  et  les  quantités  de  mouvement  im- 
primées par  les  forces  qui  agissent  sur  le  système  prises 
en  sens  contraire.  Considérons  ici  les  quantités  de  mou- 
vement acquises  et  imprimées,   en  les  décomposant 
perpendiculairement  au  plan  PP.  PcDdant  un  instant 
dt  il  entre  en  NN  dans  le  système  la  masse  de  fluide 
pOJJdtt  dont  la  quantité  de  mouvement  décomposée 
perpendiculairement  au  plan  est  pûUift.Usin.  y.  Pendant 
le  même  instant  il  sort  en  PP  une  masse  de  fluide,  dont 
la  quantité  de  mouvement  dans  le  sens  perpendiculaire 
au  plan  est  nulle.  Donc ,  la  quantité  de  mouvement 
acquise  dans  ce  sens  est  -^laÛUsin.v.  D'autre  part ,  la 
quantité  de  mouvement  imprimée  dans  le  même  sens 
par  l'action  de  la  gravité  sur  le  fluide  contenu  en  NNPP 
et  par  l'effort  F  est  noos.«.dit-^Fiir.  Le  principe  énoncé 
ci*desstts  donnera  donc  l'équation 

— oiC<i/.Usin.  V— ncos.a.rff+Frf/ =0, 
d'où 
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Si  le  plan  est  vertical ,  ob  a  simplement 

P=s=pnU*sin.Y. 

■ 

Il  existé  plusieurs  expériences,  dont  quelques-unes  sont 
dues  au  docteur  VincCy  qui  s'accordent  avec  ce  résultat. 

De  la  résistance  des  fluides  dans  le  cas  d!un  corps 
plongé  dans  unJUdde  indéfini, 

U8.  Concevons  un  corps  maintenu  immobile,  et  pbcé 
dans  un  courant  de  fluide  dont  la  direction  est  horizon- 
tale et  dont  la  vitesse  est  uniforme.  Il  s'agit  de  connaître 
l'eflbrt  supporté  par  le  corps  dans  la  direction  du  cou» 
rant  par  l'effet  du  choc  du  fluide  ;  c'est*à-dire  Teflbrt 
qui  tend  à  déplacer  le  corps  dans  cette  direction.  La 
solution  générale  de  cette  question ,  qui  exigerait  la 
détermination  complète  des  modifications  que  le  mou- 
vement du  fluide  subit  à  la  rencontre  du  corps,  n'a  pas 
été  donnée  :  on  ne  peut  présenter  sur  ce  sujet  que 
quelques  aperçus,  et  indiquer  divers  résultats  obtenus 
par  des  expériences  spéciales. 

Imaginons  que  l'on  ait  enveloppé  le  corps  par  une 
surface  cylindrique  ayant  ses  arêtes  parallèles  à  la 
direction  du  courant.  La  ligne  de  contact  de  cette  sur- 
face avec  celle  du  corps  partagera  cette  dernière  en  deux 
parties.  Nous  appellerons  face  antérieure  du  corps  la 
partie  qui  reçoit  le  choc  du  courant,  et  face  postée 
rieure  la  partie  opposée,  dont  le  courant  s'éloigne. 
Pour  connaître  l'eSbrt  supporté  par  le  corps  dans  la 
direction  du  courant ,  il  faudrait  évidemment  décmn- 
poser»  dans  le  sens  de  cette  direction ,  les  pressions  sup- 
portées par  toutes  les  parties  de  la  face  antérieure  y  et 
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prendre  la  somme  de  ces  oomposantes  ;  puis  faire  la 
même  opération  pour  la  face  postérieure.  Ces  deai 
sommes ,  comme  on  Ta  tu  dans  le  n*  382 ,  sont  toujours 
égales  et  directement  opposées  si  le  fluide  n'a  pas  de 
mouvement.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  le 
fluide  se  meut  :  la  somme  donnée  par  la  face  antérieure 
est  alors  plus  grande  que  la  somme  donnée  par  la  Êice 
postérieure ,  et  Texcès  de  la  première  somme  sur  la 
seconde  est  Teffort  supporté  par  le  corps ,  ou  la  résis- 
tance qu'il  oppose  au  mouvement  du  fluide.  On  voit 
donc  que  la  question  dont  il  s'agit  se  ramène  à  consi- 
dérer la  surface  du  corps  conune  une  paroi  solide  contre 
laquelle  s'appuie  le  fluide  en  mouvement ,  et  à  déter- 
miner la  pression  exercée  par  le  fluide  contre  les  diverses 
parties  de  cette  paroi.  Mais  cette  détermination,  comme 
on  l'a  déjà  remarqué ,  exige  la  connaissance  complète 
du  mouvement  du  fluide,  c'est-à-dire  Tintégration  des 
équations  difiéreutieiles  qui  expriment  les  conditions 
de  ce  mouvement ,  intégration  qui  ne  peut  avoir  lieu  en 
général  par  les  méthodes  analytiques  connues ,  et  même 
en  supposant  au  corps  présenté  au  choc  du  fluide  la 
figure  la  plus  simple. 

^89.  Si  l'on  veut,  d^ailleurs,  se  former  une  idée  de 
la  nature  de  la  résistance  dont  il  s'agit ,  on  peut  faire  les 
remarques  suivantes. 

Soit  un  corps  de  figure  quelconque  présenté  au  choc  du 
courant  (fig.48);  PP  étant  la  face  antérieure,  et  QQ  la  face 
postérieure.  L'effet  de  la  présence  de  ce  corps  est  de  mo- 
difier le  mouvement  du  fluide ,  de  telle  manière  que  les 
filets  qui  devraient  se  mouvoir  suivant  des  directions  rec- 
tilignes  et  parallèles  à  AB,  décrivent  des  courbes  telles 


^  481  -^ 

.  que  amb ,  dont  la  figure  dépend  principalement  de  lai 
figure  du  corps.  Cette  modification  s'étend  à  une  certaine 
distance  de  la  surface  de  ce  corps  »  au  delà  de  la<{uelle 
le  mouvement  naturel,  du  fluide  n'est  pas  sensiblement 
altéré.  On  peut  se  représenter  la  figure  formée  par 
Fensemble  des  filets  de  fluide  dont  la  direction  est  ainsi 
changée.  Les  courbes  amb  décrites  par  les  filets  offri- 
ront toujours  deux  parties;  l'une  am,  dans  laquelle  ils 
tourneront  leur  convexité  vers  le  corps ,  l'autre  mb^ 
dans  laquelle  ils  |»résenteront  au  corps  leur  concavité. 
Dans  la  première  partie,  la  viti^sse  croit  de  a  à  m;  et,  dans 
la  seconde  partie ,  elle  décroit  de  m  vers  b.  Si,  d'ailleurs , 
on  considère  le  filet  amb  comme  coulant  de  a  en  m  dans 
une  paroi  solide ,  on  déterminerait  l'effort  exercé  sur 
cette  paroi  parallèleinent  à  la  direction  AB  du  courant 
d'après  le^  formules  données  n^  ^22.  Tous  ces  efforts 
se  transmettent  d'un  filet  à  l'autre ,  et  sont  supportés 
par  la  face  antérieure  PP  du  corps.  C'est  par  cette  raison 
que  cette  face  supporte  une  pression  plus  grande  qu'elle 
ne  le  ferait  si  le  fluide  était  sans  mouvement.  Quant  >a 
la  partie  mb  des  filets ,  l'effort  que  supporterait  leur 
paroi  se  trouverait  dirigé  en  sens  opposé  jyar  l'apport 
au  corps.  Les  efforts  provenant  de  la  déviation  des  filets 
de  fluide  dans  cette  partie  sont  donc  supportés  par  le 
fluide  environnant,  et  ^  pression  contre  la  force  pos* 
térieure  QQ  est  plus  petite  que  la  pressioh  qui  aurait 
lieu  dans  l'état  de  repos  du  fluide.  Jjes  notions  que  nous 
présentonsici  sont  conformes  à  toutes  les  indications  qui 
ont  été  obtenues  par  des  observations  et  des  expériences 
directes. 

En  considérant',  d'ailleurs ,  les  expressions  des  quan- 

31 
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Ulfîs  E  OH  F  du  n*  428  9  on  voit  qu'el)ie9  m  composent 
de  ircw  incteuTB ,  savoir  la  deosité  p  du  fluide  ;  le  pro- 
duit TJrf;  et  la  quantité  cos.V cos>  qui  dépend  de  la 

direction  du  tuyau  h  aea  eitrémités  et  du  rapport  det 
MCtîona  extrèmei.  Or,  le#  i^pppofdieiiient^  auxquels 
donnent  lieu  les  r(ésu)jt^ts  des  observations  conduisent 
à  penser  :  t*  que  si  le«  fiffvres  des  corpç  sont  sembkblest 
I^s  dimensions  absolues  s^eules  étapt  changées ,  Ten- 
semble  des  filets  de  fluide  déviés  de  leur  direction  pré* 
sente  aussi  des  figures  semblable^ ,  dans  les  différentes 
p4rrties  desquelles  les  vitesses  d^s  molécules  conservent 
tes  mte)«99  rapports ,  en  sorte  que  rien  ne  sera  changé 
4ans  rcxpressioo  de  leffort  correspondant  à  chaque 
fiiet ,  si  ce  n'ei^t  le.£M4eur  o,  qui  aiira  augmenté  connie 
le  quarré  des  ^imeB4<W  linéaires  dq  corps  ;  8*  que  le 
corps  resliuit  le  même ,  la  figure  formée  par  les  filets 
de  fluide ,  ainsi  que  les  rsippoirts  des  vitesses  des  mol^ 
cul^  dans  tes  diverse*  parties  de  çen  filets^  i^  âiangc&t 
poiislt  lorsque  h  vitesse  dju  coucaj^jL  varie ,  en  forte  que 
](ss  j^fiqrt»  deme«i«i|t  toipijours  propfi^rtipnnrif  au  quarré 
de  cette  vritesse. 

4>M.  En  admettant  ces  résultats ,  qui  ne  peuvcpft  être 
fort  éloignés  ie  la  vérité ,  on  rcprésentem  en  général 
reffi>rt  exercé  sur  un  corps  exposé  à  inaction  d'mi  cou- 
rant de  fluide  par  la  formule 

k.paV\ 

dans  laquelle  a  désigne l'airu  de  la plosgrande  set^tîm 
transversale  du  corps  »  U  la  yitesse  du  courant ,  et  fc  un 
coefficient  c^icist^nt  pour  tou^  les  corps  de  figure  aem- 
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blable^  mais  qui  devra  changer  d'une  figure  a  une  attlit^ 
et  dont  la  râleur  ne  peut  être  connue  que  par  des  ex* 
périences  directes. 

On  peut  aussi  écrire ,  au  lieu  de  l'expression  précé- 
dente , 

nn.JtH , 

en  désignant  par  n  le  poids  de  l'unité  de  volume  de 
fluide ,  et  par  H  la  hauteur  due  à  la  vitesse  du  courant. 
D'après  cette  dernière  forme  donnée  à  l'expression  dont 
il  s'agit,  on  se  représente  Tefibrt  exercé  contre  le  corps 
oomn^  le  poids  d'une  colonne  de  fluide  dont  la  secti<m 
transversale  de  ce  corps  est  la  base ,  et  dont  la  hauteur 
est  le  multiple  Je  de  la  hauteur  H  due  à  la  vitesse  du 
fluîdje.  Aiinsi«.la.r(ÇQh^clie  e^t  rapcienée.  à  delern\i|ier  la 
valeur  du  coefficient  k  q^i  cox\vient  aux  corps  de 
diverses  figure^. 

L^  notipQS  préçé4e^t^  out  été  présentées  en»  consi- 
dérant up  C9,rpç  iin^mobile  expçsé  à  un  courant  dfi  fluide. 
E'U.^f  Bf;uyent  également  convenir  à  un  cprps  mû  dans 
un  fluide  eo,  repos ,  ou  dans  un  courant  de  fluide  dont 
la  vites^  çst  difiéoente  de  h^  sienne.  Etaos  cç  4ernier 
cas ,  U  désignerait  la  vitesse  relative  du  corps  et  du 
fluide.  On  regarde  généralement  l'expression  no.Afl,  et 
les  ip^^es  valeurs  du  çoeffiç;e;çtt  ky  comme  convenant 
égaleiuent  à  ces  divers  cas.  . 

kki-  Les  résultats  que  Von  vient  d'exposer  sont  con-> 
formes  à  1^  nature  du  pbéuqmène  de  la  résistance  des 
fluides,  considéré  d'une  manière  générale.  On  doit  néan- 
moins avoir  égard  à  diverses  considérations  particulières 
daprès  desquelles  ces  résultats  doivent  dans  quelques 
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cas  être  modifiés ,  et  <lont  nous  indiquerons  les  prin- 
cipales : 

1*"  L'adhérence  des  molécules  du  fluide  produit  des 
effets  sensibles  quand  la  vitesse  du  courant  est  petite  et 
le  corps  très-petit  ou  très-allongé  dans  le  sens  du  mou- 
vement. Il  faudrait  alors ,  po^r  représenter  les  effets 
naturels ,  ajouter  à  Tezpression  du  n®  kkO  un  terme 
proportionnel  à  la  première  puissance  de  la  vitesse* 

^  Dans  les  fluides  élastiques ,  la  densité  du  fluide 
croissant  avec  la  pressicm  contre  la  face  antérieure  du 
corps,  la  résistance  crott  plus  rapidement  que  le  qnarré 
de  la  vitesse.  Gette  modification  ne  devient  sensîUe 
qu'autant  que  les  vitesses  sont  très-grandes. 

3*  Quand  un  corps  se  meut  dans  l'eau  fort  près  de  la 
surface ,  et ,  à  plus  forte  raison ,  quand  il  s'agit  d'un 
corps  flottant ,  le  mouvement  des  filets  de  fluide  est 
altéré  d'une  autre  manière  que  si  le  fluide  est  Indé- 
fini dans  tous  les  sens.  De  plus ,  la  surface  du  fluide 
subit  une  dénivellation  parl'eîBetde  laquelle  les  pres- 
sions dues  au  poids  du  fluide  sur  les  diverses  parties  de 
la  surface  du  corps  sont  changées.  Il  en  résulte  un  ac- 
croissement dansla  résistance,  que  l'on  pourrait  représen- 
ter par  un  terme  proportionnel  à  la  quatrième  puissance 
de  la  vitesse.  Ceci  suppose,  d'ailleurs,  que  le  corps 
présente  toujours  la  même  surface  au  choc  du  fluide. 
L'expérience  montre  que  ,  dans  quelques  cas ,  le  corps 
prend,  à  mesure  que  la  vitesse  augmente ,  une  position 
différente  par  rapport  à  la  surface  de  l'eau,  ce  qui  change 
la  loi:  de  la  résistance. 

W  On  peut  toujours  concevoir  une  valeur  âe  la  vitesse 
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tellement  grande  que  le  fluide  ne  remplirait  pas  le  vide 
qui  tend  à  se  former  contre  la  face  postérieure  du 
corps.  L'expression  de  la  résistance  changerait  alors 
entièrement  de  nature.  L'effort  supporté  par  un  corps 
plongé  dans  l'eau  dépendrait  dans  ce  cas  de  sa  distance 
Cl  la  surface  supérieure  du  fluide. 

<k&2.  Nous  indiquerons  maintenant  les  principaux 
résultats  qui  ont  été  déduits  de  Texpérience ,  en  remar- 
quant en  premier  lien ,  à  l'égard  des  surfaces  planes 
présentées  directement  au  choc  du  fluide ,  que  des  plans 
de  diverses  grandeurs ,  auxquels  on  suppose  à  tous  une 
épaisseur  fort  petite ,  ne  sont  pas  des  corps  de  figures 
semblables  :  on  ne  peut  donc  s'étonner  qu'ici  la  résis- 
tance se  soit  pas  proportionnelle  .à  l'aire  du  plan.  Le 
coefficient  k  croit  avec  la  valeur  absolue  de  cette  aire. 
Les  expériences  indiquent  que  Ton  a  à  peu  près  A=  l,(k, 
lorsque  la  racine  qnarrée  de  l'aire  esté" 4;  etA=l,5,  lors, 
que  cette  racine  est  0*,82.  On  n'a  pas  d'expériences 
suffisamment  précises  pour  des  surfaces  plus  grandes  ; 
mais  il  paraît  que  pour  des  plans  die  la  dimension  des 
i^ilea  des  moulins  ou  des  voiles  des  vaisseaux,  on  aurait 
h  au  moins  égal  à  3. 

Le  tableau  suivant  donne  les  valeurs  du  coefficient  k 
qui  conviennent  à  divers  corps. 
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5     M 


Pour  une  f^èie  mue  Oans  i  eau  ou  dans  Tair  avec  une  vitesse 

médiocre 

Pour  une  sphère ,  mue  dans  l'air  avec  une  vitesse  de  60*  par 

seconde 

■         aSo.    . 

■  3oo.    . 

Prisme  rectangulaire ,  à  bases  planes ,  la  longueur  étant  à  peu 

près  égale  à  ki  lar^nr.  . * 

Idem,   la  longueur  étant  six  à   dix   fois  la  largeur 

Bateaa  rectangulaire  sans  proue,  avec  nue  poupe 

liUm,  avec  une  Pouf|e  et  une  proue  formée  de  deux  plans 

veiticanx  dont  la  saillie  est  égale  à  la  largeur.  ...... 

Idfm,  U   saiilie  de  la  prome  étant  dotale  de  la  lanceur.  . 
Idem,  la  proue    étant  formée  par  un  demi- cylindre  vertical 
JrféMi,  la  pioae  étant  formée  par  le  prolongement  du  prisme 

coupé  en  dessous  par  un  plan  incliné  de  3o^  sur  l'homon.  . 
Bateau  ayant  la  forme  dés  meilleurs  vaisseaux  naviguant  sur 

la  mer 


0,6 

0,81 
1.04 

1 

0,55 
0,45 
0,5 

0,45 

0,18 


Le  dernier  résultat  indique  y  selon  toute  a^piçarence  . 
la  tnoindre  valeur  que  puisse  prendre  le  coefficient  A. 
Ces  évaluations  supposent  d'ailleurs  au  fluide  des  di- 
mensions transversales  beaucoup  plus  grandes  que 
celles  du  corps.  On  sait  que  la  résistance  des  bateaux 
aufrmeute  très-sensiblement  dans  des  canaux  étroits  ou 
peu  profonds. 


FJN. 


A 


-487- 


TABLE 

DES   MATIÈRES. 


Paget. 

I.         Principes  de  la  statique.  -—  Composition  des  foiœs.  .  i 

H.       Composition  etéquîlîbffede  plaslean  forces  apj^Uqoées 

à  «n  point  matériel i3 

Équilibre  d*an  point  matériel  assujetti  à  demeurer  sur  une 
surface  ou  sur  une  ligna  coucbe  données i6 

Principe  des  vitesses  virtuelles  considéré  dans  l'équilibre 

d'un  point  matériel ao 

m.  Composition  et  équilibre  de  plusieurs  forces  parallèles 
appliquées  à  un  système  de  points  matériels  assujettis 
entre  eux  d'une  maxiière  inyariable 25 

Autre  méthode  pour  obtenir  les  résultats  précédents.  .  .        33 

Centre  des  forces  paraliâes 4^ 

IV .  Composition  et  équilibre  de  plusieurs  forces  dirigées  arbi- 
trairettient  et  appliquées  à  un  système  de  points  maté- 
riels assujettis  entre  eux  d'une  manière  invariable.  .  .        4^ 

Cas  où  toutes  les  forces  appliquées  au  système  sont  di- 
rigées dans  un  même  plan ^ 4^ 

Conditions  de  l'équilibre  lorsqu'il  existe  un  point  fixe 
autour  duquel  le  système  peut  tourner  librement  dans 
tous  les  sens 5o 

Conditions  de  l'équilibre  lorsqu'il  eiiste  dans  le  système 
deux  points  fixes Jbid. 

Conditions  de  Téquilibre  dans  le  cas  où  un  corps  solide 
soumis  à  l'action  de  diverses  forces  s'appuie  pur  un  ou 
plusieurs  points  contre  des  surfaces  fixes  données..  .  .        5.) 


—  488  — 

Pftge». 

V.  Centres  de  gravité 56 

Usage  des  oenties  de  gravité  pour  révalnation  des  «ires 
et  des  volâmes ^2 

VI.  notions  fondamentales  de  la  dynamique ^3 

VII.  Mouvement  rectiligne  des  ooips 83 

Mouvement  rectiligne  d'un  corps  produit  par  l'action  de 

la  gravité 89 

Mouvement  rectiligne  d'un  corps  grave,  dans  le  cas  où  œ 
mouvement  est  altéré  par  une  résistance 93 

Mouvement  rectiligne  d'un  corps  grave  au-dessus  et 
au-dessous  de  la  surfSu^e  de  la  terre ,  en  ayant  égard  à 
la  variation  de  la  gravité , io3 

VIII.  Équations  générales  du  mouvement  d'un  point  matériel 

libre ,  sollicité  par  des  forcesquelconques 108 

Propriétés  générales  du  mouvement  d'un  point  maté- 
riel. —  Conservation  du  mouvement  roctiligDe.  ...       117 

Conservation  du  mouvement  de  rotation.  —  Principe 
des  aires 1 18 

Conservation  de  la  force  vive —  1^1 

IX.  Mouvement  d'un  point  matériel  sollicité  par  des  forces 

quelconques ,  et  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  ligne 

ou  sur  une  surface  données ia6 

Reniarque  relative  au  mouvement  d'un  point  matériel 
entièrement  libre i3a 

Mouvement  d'un  point  matériel  svr  une  surface  donnée.       i34 

X  ■        Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  sur  une  courbe 

donnée i4i 

Mouvement  d'un  point  matériiel  pesant  dans  le  cercle. 

—  Pendule  circulaire i^S 

Mouvement  d'iin  point  matériel  pesant  dans  la  cydoïde. 

—  Pendule  cycloïdal. 162 

XI.  Mouvement  des  projectiles  dans   le   vide  et   dans  un 
milieu  résistant. i5J| 

XII.  Mouvement  des  planètes  et  des  satellites.  —  Lois  de 
Kepler.  Principe  de  la  gravitation  universelle 163 


-  489  - 

Pages . 

XIII.  Mouvement  d'an  coipi  attiré  yen  un  centre  fixe  en 

faiaon  inverse  da  qnarré  des  distances 170 

XIV.  Attraction  d*an  corps  sphériqne  sar  ou  point  matériel. 

—  Variations  de  la  gravité  à  la  snx&oe  de  la  terre.  — 
Densité  moyenne  de  la  terre 177 


XV.  Équilibre  da  polygone  fanicalaire. —  Courbe  fonica- 

laire. —  Chaînette 189 

Cas  où  les  points  d'application  des  forces  peuvent 

glisser  librement  le  long  du  fil 193 

Courbe  fanicoiaiie.. 194 

XVI.  Principe  des  vitesses  virtadles ao5 

'  Démonstration  générale  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles       ^i3 

Usage  du  principe  des  vitesses  virtuelles  pour  la  re- 
cherdie  des  conditions  d'équilibre  d'un  système  de 
forces 219 

Exemples  de  l'application  du  principe  des  vitesses 
virtuelles 227 

Remarque  générale «^38 

XVII.  Équation  générale  du  mouvement  d'un  système  de 

points  matériels  sollicités  par  des  forces  quelcon- 
ques.  —  Principe  de  d'Âlembert /  .  .  .  .      ^40 

XVIil.    Mouvement  de  deux  points  matériels  pesants  liés  par 

un  fil  flexible 248 

Monvenient  d'un  fil  pailaitement  flcz&le  et  inextcife 
siUe -  .  .  .  .      a5a 

XIX.  Choc  de  deux  corps  solides a56 

Remarque 76S 

XX.  Mouvement  d'un  corps  solide  assujetti  à  tourner  au- 

tour d*un  axe  fixe 267 

Détermination  des  axes  principaux.  .  .**.* 274 

Propriétés  des^  axes  principaux  relatives  aux  moments 

d'inertie 'J78 


—  490  — 

ËvaloaiMa  des  monesta  diiiei!ti« 287 

Moayement  d'un  oorpi  pennt  a«toar  d'un  axe  fixe 

homotttal.  Centre  d'oeôllalion 094 

M onyement  d*an  corps  solide  autour  d*un  âxe  ûxe , 

produit  par  une  impulsion.— Centre  de  percassîon.      398 

XXI.  MouTement  d*un  corps  solide  entièrement  libre  dans 

l'espace.  .  -  ■ 3o5 

MouTement  d'un  oprps  solide  libre  dans  l'espace  pro- 
duit par  une  impulsion 3i5 

XXII.  J^ropnMi  gmênl»  dn  suMnreiaeQ^  d'i^  aptème  de 

çofps f 4  .  .  .  3a5 

Hoar^ment  dn  centre  de  gravité. ^36 

Mouvement  de  rotation. -*  Principes  des  aires.  .  .  .  332 

Principe  des  forces  vives 34a 

Principe  de  la  moindre  action 367 

XXIIL     G»kiiia*iWlit|4e%«l4lhÛ¥^  • SSg 

XXIV .  Équations  générales  de  l'équilibre  d'un  fluide  sollicité 

par  des  forces  qudconques S^t 

XXV.  Équilibre  des  fluides  incompresâbles  pesants.  .  .  .       386 
Calcul  des  pressions  supportées  par  les  parois  des  vases .      3go 

XXVI.  ^iiilibre  des  corps  flottants  à  la  surface  des  fluides 

pesants 399 

Stal^lité  des  corps  flottauts 401 

XXVII.  Équilibre  d'i^ne  colonise  atmosphériqiie.  —  nivelle- 

ment barométrique 4>9 

XXVIII.  Ë^nations  généralies  du  mouvement;  d'un  iliùde  solli- 

cité par  des  forces  quelconques 438 

Cas  où  la  fonction  udx-^v4y.-^VfdM  est  unie  diffié^n- 
tielle  complète  d'une  fonction  de  x,jr,  s. 444 

XXIX.  jyoi)vçment  4'uxi  flai<ie  peaaiit  499f  un  yase.  —  Hy- 

,  potbèse  du  igarallélisme  des.tr«iu4^ 44^ 

Mouvement  ^mn  ttuiAs^  iaoop^reiwiibl^  «^  p^nt , 
daaa  wa  tuyat  dont  i^  ^ectioni  tcansyegu^  sont 
très  petites .  . 4^* 


—  49«  — 

Efforts  supportés  par  le  tuyau  pendant  le  monvenient 
du  fluide 4^7 

MooTement  d*an  fluide  incompressible  et  pesant  dans 
on  vase  de  figure  quelconque 4^i 

Cas  où  Vorifice  par  lequel  le  fluide  s'écoule  est  très- 
petit.  4^5 

Cas  on  l'orifice  n*est  point  éyasé.  —  Contraction  de 
la  yeine  fluide 4^8 

MouTement  d'un  fluide  élastique  dans  un  yase.  ...      47> 

XXX.     Delà  résistance  des  fluides 4/' 

]>u  choc  d'une  yeîne  fluide 474 

De  la  résistance  des  fluides  dans  le  cas  d'un  corps 

plongé  dans  un  fluide  indéfini 479 


FIN  DE  LA  TâBlJE. 


PAtlS.— IMPIIIIIEMII  DB  PAIN  ET  THtlNOT, 
inraniiimB  di  LtmiTiasiTC  aoTAta  db  pbanci« 
Rue  Racine.  38,  pris  de  l'Odcen. 


1  , 


PII. 


i 


\ 


± 


Jïf.14. 


pi       J^'f.J2. 


I 


efmmè/tsrAJmt  MZrmM/hr^ 


T 

1 
I 

I 


Tl.  IL 


/Vy.iS. 


énm>t{^mrjfdtm  éÊ-Lm 


^- 


\     1 


Plffl. 


M 


c 

Ma.  32. 

w 

• 

A 

-'/ 

j* 

^- 


1— 


PLIV^. 


;  j^i^z-hy. 


JTi/^.  j^o. 


m  \\ 


p 

l\^.  4ft. 

o 

A 

X 

,      P 

« 

^rwmt  'fm-  Ai^>  et  TfmMtrt . 


